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1 Einleitung

In dieser Arbeit untersuchen wir als eindimensionales Modell der thermoelastischen
Eigenschaften bestimmter Metallegierungen, —der sogenannten Formgedéchtnismetal-
le, das folgende System zweier nichtlinearer skalarer partieller Differentialgleichungen

Ut = [U(uﬂca 0) — WUggr + ’Yuta:]m (11&)
oz, 0)0; = KOy + Oop(Us, O)ur, + ’yuit (1.1b)

fiir Verschiebung v = u(t,z) und Temperatur § = 0(t,z), x € (0,1), t > 0, zuziiglich
Rand—und Anfangsbedingungen

w(t,0) = ugy(t,0) = ugy(t,1) =0, u(t,1) =I(t), (1.1c)
0.(t,0) =0,(t, 1) =0, (1.1d)
u(0,x) = up(z), w(0,2) = ui(z), 6(0,x) = Oy(x). (1.1e)

Dabei sind die Spannung o = o(u,,#) im Material und die spezifische Wirmekapa-
zitét ¢, = ¢y (uy, ) gegebene Funktionen der Verzerrung e := u, und der Temperatur,
die sich aus einer das Material beschreibenden Funktion ¥ = W(e,0) fir die freie
Energie ergeben. Die Randbedingungen (1.1c) und (1.1d) bedeuten, dafl wir einen an
den Réndern thermisch isolierten Draht aus Formgedéchtnismetall betrachten, der
am linken Ende festgehalten und am rechten Ende einer vorgegebenen Dehnung ()
unterworfen wird, wobei an beiden Réndern der Verzerrungsgradient €, verschwinden
muf.

Die speziellen Eigenschaften von Formgedéachtnislegierungen wie Hysteresis— und eben
Formgedéchtniseffekt beruhen auf Phaseniibergéingen und werden in Kapitel 2, Ab-
schnitt 1 beschrieben. Im System (1.1a,b) werden sie dadurch modelliert, da§ ¥(-, 6)
bei niedrigen bis mittleren Temperaturen 6 bis zu drei lokale Minima hat, die freie
Energie als Funktion von ¢ also nicht konvex ist, sodal die Spannung als Funktion
der Verzerrung nichtmonoton ist. Der Term —pt,5,, in (1.1a) stammt aus einer soge-
nannten Grenzflichenregularisierung, wobei p ein kleiner Parameter ist, 0 < p < 1.
Der Parameter v > 0 beschreibt die Stérke einer viskosen Dampfung, und wir werden
in dieser Arbeit zwischen den Féllen v = 0 und v > 0 unterscheiden.

Eine Herleitung der Anfangsrandwertaufgabe (1.1) aus den physikalischen Eigenschaf-
ten von Formgedéchtnislegierungen und den klassischen Bilanzen der Kontinuumsme-
chanik ist Gegenstand von Abschnitt 2.2. Die Existenz von Losungen zu (1.1) ist in
verschiedenen Arbeiten untersucht, und es wurden die Losungen numerisch studiert,
siehe die Referenzen in Unterabschnitt 2.3.1. In Abschnitt 3.1 geben wir ferner fiir
den Fall v > 0 einen eigenen (lokalen) Existenzbeweis.

Ziel dieser Arbeit ist nun die weitergehende Frage nach der Asymptotik von Lésungen
zu (1.1), insbesondere im Fall [ = 0. Hierzu scheinen bislang noch keinerlei Arbeiten
vorzuliegen, wohingegen es verschiedene Untersuchungen des Langzeitverhaltens von
Losungen im Zusammenhang mit Phaseniibergéngen bei nichtkonvexer freier Energie
fiir den isothermen Fall und p = 0, v > 0 gibt. Mit letzterem ist gemeint, dafl bei fester
Temperatur § = const die Energiebilanz (1.1b) ignoriert und nur die Impulsbilanz
(1.1a) betrachtet wird. Hierzu fassen wir in Unterabschnitt 2.3.2 einige Ergebnisse
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aus [Peg87],[BHJ191] und [FM96] zusammen. Auf den isothermen Fall mit v > 0 und
1 > 0 werden wir in dieser Arbeit ebenfalls eingehen. Die Idee dabei ist, dal wir fiir
diesen Fall die Asymptotik relativ umfassend beschreiben kénnen, und wir hieraus
gewisse Hinweise fiir das vollstdndige System (1.1) erhalten. Dem liegt der Gedanke
zu Grunde, dafl die Temperatur nur eine einfache eigene Dynamik besitzt und im
wesentlichen von der Verzerrung abhéngt. Des weiteren halten wir die Ergebnisse fiir
den isothermen Fall mit 4 > 0 auch an sich fiir interessant.

Um nun die Asymptotik von Losungen zu (1.1) zu studieren, bemerken wir zunéchst,
daB in Losungen (u, ) des zu (1.1) gehorenden stationéren vom Parameter | abhéngi-
gen Problem

HUgggy — U(uxa Q)x = 07 (

KOzr = 0, (1.2b
w(0) = Uz (0) = uze(1) =0, u(l) =1 (
0,(0) = (1) = 0 (

die Temperatur 6 stets identisch einer Konstanten ist, was unmittelbar aus (1.2b) und
(1.2d) folgt. Ferner erhalten wir fiir jede Dehnung [ stets die ganze Familie trivialer
Gleichgewichte

{u(z)=2-1,0=0:0>0}.

Allgemein bezeichnen wir nun Gy, := {u = 2,0 = 0 : | € IR, > 0} als die Men-
ge der trivialen stationdren Losungen, und in Kapitel 4 wird gezeigt, dafl Losungen
u (1.1) fir [ = 0 unter ganz bestimmten Voraussetzungen an [ und die Anfangs-
bedingungen exponentiell gegen eine triviale stationdre Losung konvergieren, sowie
eine Verallgemeinerung hiervon fiir # 0. Dabei kommen wir nicht mit linearisier-
ter Stabilitétsanalyse aus, sondern verwenden die iiblicherweise als ,,verallgemeinerte
Energieabschitzungen“ bezeichnete Methode, wobei wir uns eng an [Sle81] anlehnen.

In Kapitel 5 beschéftigen wir uns dann mit der Menge der nichttrivialen stationéren
Losungen. Dazu betrachten wir 6 zusétzlich zu [ als Parameter, setzen

Gt (0,1) := {Losungen u # zl von (1.2a,c) zu den gegebenen Parametern 6,1},

und behandeln (1.2a,c) als Bifurkationsproblem mittels folgender zweier Ansétze:

Zunéchst verwenden wir in Abschnitt 5.1 eine aus [FS90] entnommene Idee und schrei-
ben (1.2a,c) in eine Randwertaufgabe zweiter Ordnung mit einem nichtlokalem Term
um, wobei gleichzeitig das zweiparametrige Bifurkationsproblem (in [ und 6) in ein
einparametriges iiberfithrt wird. Damit konnen wir in relativ einfacher Weise lokal
Bifurkationen von nichttrivialen Losungen aus Gy, studieren und Aussagen iiber die
Stabilitdt der abzweigenden Losungen treffen.

Der zweite Ansatz (Abschnitt 5.2) beruht auf einer in verschiedenen Arbeiten (z.B.
[Sch84] und [CGS84]) verwendeten Transformation von (1.2a,c) auf ein Gleichungssy-
stem fiir zwei Integralausdriicke, die wir als ,, Time—Map* und als ,,Dehnungs—Map*“
bezeichnen werden. Dies liefert eine intuitiv anschauliche und numerisch berechen-
bare Parametrisierung von Gpi(6,1) durch Tupel (g4,£;) € IR?, und wir erhalten
zunéchst fiir 8 beliebig aber fest ein globales Bild der bei Nicht—Konvexitédt von



U(-,0) sehr reichhaltigen Menge UjcpGni(6,1) und von deren Struktur, sowie von
der (Phasen—)Struktur der nichttrivialen Losungen selbst. Dabei veranschaulichen
und ergédnzen wir die analytischen Ergebnisse durch numerische Berechnungen. Die-
ser zweite Ansatz liefert dann auch ein globales Bild von Gyt := Ugs01erGnt (0, 1), und
ist ferner grundlegend fiir den Rest der Arbeit, der sich mit zwei Variationsproblemen
physikalisch gegebener Funktionale auf Losungen beschéftigt:

Diese Funktionale fithren wir bereits in Abschnitt 2.4 ein, also im Anschlufl an die
thermoelastische Modellierung, und fiir den isothermen Fall (6 = @ stellt nun auch
hierbei einen Parameter dar) betrachten wir das Funktional

1
ED @) := B (uy(t), ue(t), 0) := / %u% + U (ug, 0) + gufmda@
0

der freien Energie des Drahtes. Fiir [=0ist EV) <0 entlang von Ldsungen von
(1.1a), und in Abschnitt 3.3 zeigen wir mittels der Liapunov—Funktion EW) auf dem
durch die Losungen zu (1.1a) gebildeten dynamischen System, dafl die Losungen ge-
gen G(1,0) := Gu(1,0) U {u = xl} konvergieren. Mit dem Ansatz aus Abschnitt 5.2
konnen wir diese Menge charakterisieren, und in Abschnitt 5.5 notieren wir analy-
tische Ergebnisse aus [CGS84] zum zugehdrigen Variationsproblem der Minimierung
der freien Energie bei gegebener fester Temperatur.

Fiir das volle Problem (1.1) und [ = 0 ist die innere Energie

1
S+ W(,0) — OBy g, 0) + S do,

. X 1
EO(t) = B (ug (1), ue(1), 6(2)) = /0 2

eine Erhaltungsgrofle, und fiir die Entropie

1
Y(t) := YT(ug(t),0(t)) := —/0 Uy (uy,d)dx

gilt T > 0 entlang von Losungen. In Abschnitt 6.1 zeigen wir dann, wie uns fiir [ = 0
die Liapunov-Funktion L := E() — T zumindest im Fall 4 > 0 die Konvergenz von
Losungen gegen die Menge der stationéren Losungen liefert.

Eine erste numerische Untersuchung des damit erhaltenen Variationsproblems der
Maximierung der Entropie unter der Nebenbedingung einer gegeben inneren Energie
ist schlieffilich Gegenstand von Abschnitt 6.2, wobei wir wieder auf den Ansatz aus
Abschnitt 5.2 zuriickgreifen.

Um die Darstellung abzurunden sowie um geeignete Referenzen bereitzustellen, sind
im Anhang einige Definitionen und Sétze im Zusammenhang mit Einbettungen und
Ungleichungen in Sobolevraumen, mit partiellen Differentialgleichungen bzw. abstrak-
ten Evolutionsgleichungen in Banachrdumen, sowie zur Bifurkationstheorie zusam-
mengestellt.

Fiir die Anregung zu dieser Arbeit, sowie fiir die freundliche und hilfreiche Betreu-
ung mochte ich mich sehr herzlich bei Herrn Prof. Dr. Alexander Mielke bedanken.
Mein Dank gilt ferner Florian Theil fiir die kldrenden Gespriche zur Bedeutung von
Phaseniibergéngen und zu weiteren grundlegenden Versténdnisfragen.



2 Modellierung und Vorbemerkungen

2.1 Eigenschaften von Formgedichtnislegierungen

Abbildung 2.1 zeigt das dehnungsgesteuerte Experiment mit einer sogenannten Form-
gedéchtnislegierung (engl.: shape memory alloy, kurz SMA), welches wir durch das
System (1.1) mathematisch modellieren wollen. Bei einem solchen Experiment ist ein
SMA-Draht an einem Ende fest eingespannt und wird am anderen einer vorgege-
ben Dehnung [(t) unterworfen. Dies wird im englischen als hard loading bezeichnet,
im Unterschied zum soft loading, bei dem etwa am rechten Rand eine Last vorgege-
ben wird. Es gibt eine Vielzahl von Formgedéchtnislegierungen, z.B. die als Nitinol

SMA-Draht I(t)

fe——————————————

Abbildung 2.1: Das dehnungsgesteuerte Experiment

bekannt gewordenen Nickel-Titan Verbindungen, bestimmte Kupfer—Zink Legierun-
gen (Messing), Kupfer—Aluminium—Zink— und auch bestimmte Eisenlegierungen, vgl
z.B. [Fal83], und ihren Namen erhalten sie von dem sogenannten Formgedéchtnisef-
fekt. Damit ist gemeint, dafl man einen Korper aus diesen Materialien bei niedrigen
Temperaturen verformen kann, und der Koérper bei Erwdrmung wieder in die ur-
spriingliche Form zuriickgeht. Dieses Verhalten macht Formgedéchtnislegierungen fiir
die praktische ingenieurméflige Anwendung interessant.

2.1.1 Formgedichtniseffekt und Kristallgitter

Der Grund fiir den Formgedichtniseffekt liegt darin, siehe z.B. [Sch80], da je nach
Temperatur verschiedene Konfigurationen des Metallgitters die Energie im Material
minimieren. Bei hohen Temperaturen ist nur der unverzerrte Gitterzustand ener-
getisch minimal, die hochsymmetrische sogenannte Austenit-Phase, fortan mit A be-
zeichnet. Bei tieferen Temperaturen wird die Austenit-Phase meta- bzw. instabil, und
wir erhalten neue Energieminima, die zu bestimmten von der Temperatur abhingigen
Verzerrungen des Gitters gehoren, die niedersymmetrischen sogenannten Martensit-
Phasen. Dabei bezeichnet man physikalisch eine zu einem globalen Minimum der Git-
terenergie gehdrenden Gleichgewichtskonfiguration des Gitters als stabil und eine zu
einem lokalen aber nicht globalen Minimum gehtrende Gleichgewichtskonfiguration
als metastabil. Die Gleichgewichtskonfigurationen, die zu Maxima oder Sattelstellen
gehoren, heiflen instabil. In der in Abschnitt 2.2 folgenden Modellierung entspricht
die hier betrachtete Gitterenergie der freien Energie. Deshalb verweisen wir zur An-
schauung der Gitterenergie fiir verschiedene Temperaturen auf Abb.2.4.

Im eindimensionalen Modell unterscheiden wir nur die beiden bei niedrigen Tem-
peraturen zu den Verzerrungen £ (0) und e_(0) gehérenden Martensit-,, Zwillinge*
M., () und M_(0). Im weiteren Sinne werden z.B. als zur M —Phase gehorig auch
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Gitterkonfigurationen bezeichnet, die sich nur in der Néhe der zu ey gehérenden
Gleichgewichtskonfiguration befinden. Wir kénnen nun den Formgedéchtniseffekt an-
schaulich wie folgt erkldren, Abb.2.2, wobei man zugleich auch Abb.2.4 betrachten

sollte.
'/\x M_—Phase

(a) M, —Phase

(b) —

(¢)

nur noch A—Phase

(d) - A{e)

Abbildung 2.2: Der Formgedéchtniseffekt in schematischer Gitterdarstellung

Bei der Abkiihlung einer Probe, die keiner dufleren Last ausgesetzt ist, von einer ho-
hen Temperatur, bei der nur Austenit stabil ist, auf eine Temperatur, bei der nur die
Martensitphasen stabil sind, stellt sich eine zufiillige Verteilung der Martensitpha-
sen ein, die zu keiner makroskopischen Verschiebung fiihrt (a). In jedem Punkt des
Korpers ist das Gitter spannungsfrei und in einem Energieminimum. Diese Verteilung
kann sehr fein sein, und in diesem Sinne wird von einer Mikrostruktur gesprochen.
Ein Gebiet, dafl zwei verschiedene Phasen von einander trennt heifit Grenzfliche.
Nach [Bub95] sind in einer Probe von ca. 4cm Lénge iiber 1500 solcher Grenzflichen
gezahlt worden. Etwas unklar bleibt an dieser Stelle wie auch in Abb.2.2, ob die Pha-
sen direkt aneinanderstofien, oder ob sie eher kontinuierlich ineinander iibergehen.
Dies wird eine Frage der mathematischen Modellierung sein und in Unterabschnitt
2.2.2 wieder aufgegriffen.

Wird nun eine kleine Last angelegt, so wird das Gitter aus den Energieminima her-
ausgezwungen, und es entsteht eine elastische Spannung (b). Wenn wir hier die Last
wieder wegnehmen, so kehren wir in den Zustand (a) zuriick. Sobald jedoch die Last
so grof} ist, daf} eine bestimmte temperaturabhéingige Grenzspannung iiberschritten
wird!, so wandeln sich Bereiche, die urspriinglich in der A/_-Phase waren in die M, —
Phase um (c). Dabei kann man in das zugehorige Spannungs—Verzerrungs—Diagramm
eine sogenannte Phaseniibergangslinie einzeichnen. Solche Phaseniibergangslinien ver-
binden Extrema der Spannung mit Zusténden gleicher Spannung bei unterschiedlicher
Verzerrung, und weisen gewissermaflen darauf hin, welche Phaseniibergéinge stattfin-
den konnen. Allerdings sagen sie eher wenig iiber Wechselwirkungen zwischen den
einzelnen Phasen und iiber die tatséchliche Dynamik der Phaseniiberginge aus. Neh-
men wir nun die Last weg, so geht das Gitter {iberall in die zu ¢4 gehérende Gleichge-
wichtskonfiguration, und wir erhalten die bleibende Verformung (d). Bei Erwérmen
verschwindet diese Gleichgewichtskonfiguration und das Gitter geht in den unver-
zerrten Zustand (e). Dadurch nimmt die Probe makroskopisch wieder ihre alte Form
an.

'in Abb.2.4 (a) als o* nebst der anschlieBend erwiihnten Phaseniibergangslinie eingezeichnet
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Eine auf der Hand liegende Anwendung dieses Formgedichtniseffekts ist, dafi bei
Riickkehr in die alte Form z.B. eine Feuermeldung ausgelost wird. Die dabei in dem
Draht entstehenden Krifte werden in [Sch80] als bis zu 200 mal héher angegeben als
bei einer vergleichbaren Probe aus Bimetall. Des weiteren list sich die temperatu-
rabhéngige Form einer SMA-Probe wesentlich flexibler gestalten. Dabei kann man
sogar wihlen, ob eine Probe im Unterschied zu Bimetallen bei einer Abkiihlung ihre
makroskopische Form beibehalten (Abb.2.2 (e) nach (a)) soll, oder auch ohne Einwir-
kung einer duBeren Last z.B. die Riickkehr in den Zustand (d) erwiinscht ist. Deshalb
gibt es viele Anwendungen fiir Formgedachtnislegierungen, die mit Bimetallen nicht
zu realisieren sind, siehe z.B. [Sch80].

2.1.2 Hysterese im Last—Dehnungs—Diagramm

Das temperaturabhéngige sogenannte quasiplastische Verhalten von Formgedéchtnis-
legierungen wird h#ufig durch vereinfachte Last—-Dehnungsdiagramme wie in Abbil-
dung 2.3 verdeutlicht. Tatséchlich gemessene Last—-Dehnungs—Diagramme finden sich
z.B. ebenfalls in [Sch80]. Der Formgedéchtniseffekt und die zu Grunde liegenden Pha-
seniiberginge sollen jetzt noch einmal in Beziehung zu den in Abb.2.3 auftretenden
Hystereseschleifen betrachtet werden.

-
Ty

F© ®

[ 4

®f 1
/
®

Abbildung 2.3: Temperaturabhéngige Hysterese im Last-Dehnungs-Diagramm

In der Ausgangssituation Abb.2.2(a) befinden wir uns bei Anlegen der Last bei niedri-
ger Temperatur im Ursprung in Abb.2.3(a). Legen wir eine kleine Last an, so bewegen
wir uns auf der mit (I) bezeichneten kurzen Geraden. Bei Wegnahme der Last kehren
wir in den Ursprung zuriick, elastisches Verhalten. Legen wir eine groflere Last an,
so beginnt bei (2) in Bereichen, die bislang in M_—Phase waren, die Umwandlung
in die M, —Phase. Die Dehnung erhoht sich stark, ohne das die Last weiter erhoht
wird. Bei (3 ist die gesamte Probe in die M;—Phase umgewandelt. Um die Probe
weiter zu dehnen, muf} die Last wesentlich erh6ht werden, was mit der bei (3) nach
oben weggehenden Kurve skizziert ist. Wenn wir nun die Last wegnehmen (Abb.2.2(c)
nach (d)), so geht die Probe iiberall in die zu e gehorende Gleichgewichtskonfigura-
tion, und wir bewegen uns von (@) auf dem unteren Ast zum Schnittpunkt @ mit der
o = 0—Achse und erhalten so den nur geringen Riickgang der Dehnung in Abb.2.2(c).
Diese zuriickbleibende Dehnung heifit Remanenz. Insgesamt wird dieses Verhalten
der Probe bei niedrigen Temperaturen als ferroelastisch bezeichnet. Erwdrmen wir
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nun den Korper, so wandern wir auf der ¢ = 0—Achse zuriick zum Ursprung, da mit
wachsender Temperatur die Hysterese zusammenfillt. In Abb. 2.3(b) finden sich zwei
getrennte Hystereseschleifen zu positiven bzw. negativen Dehnungen innerhalb eines
bestimmten Bereiches. Insbesondere korrespondiert nur noch der ungedehnte (und
unverzerrte) Zustand mit dem Verschwinden der angelegten Last. Diese Situation,
bei der ein Korper nach Entlastung in den urspriinglichen Zustand zuriickkehrt, beim
Be—und Entlasten jedoch eine Hysterisschleife auftritt, nennt man pseudoelastisches
Verhalten. Bei hoheren Temperaturen verschwindet die Hysterese vollig (Abb.2.3(c)).

Bemerkung 2.1 Wenn wir in Abb.2.2(d) nicht Erwérmen, sondern damit beginnen,
am rechten Rand eine negative Last anzulegen, also den Stab zusammenzudriicken,
bewegen wir uns weiter auf dem unteren Ast. Bei (5) beginnt die Riickumwandlung in
M_ Phasen. Die Last (6), die bendtigt wird, um wieder [ = 0 Null zu erhalten, heif}t
Koerzitivkraft, und rithrt daher, dafl in der Probe noch die M —Phase iiberwiegt.
Driicken wir die Probe weiter zusammen und nehmen dann die negative Last weg, so
bleiben wir bei einer negativen Dehnung stehen. Bei Erwarmen kehren wir von dort
zum Zustand (I,0) = (0,0) zuriick. Die komplette Hystereseschleife in Abb.2.3(a)
durchlaufen wir, wenn wir wiederholt dehnen und zusammendriicken, ohne die Tem-
peratur von auflen zu beeinflussen. Es stellt sich jedoch die Frage, wie sich die Tem-
peratur auf Grund der dem System zugefithrten mechanischen Energie verhélt. Diese
entspricht der durch die Hysteresiskurve eingeschlossenen Fléiche. Ferner beachte man,
daB es sich bei Abb.2.3 um Last—Dehnungs—Diagramme zu konkreten gedachten oder
real ausgefithrten Experimenten handelt, obwohl keine explizite Zeitskala mitgefiihrt
ist. Es konnte vermutlich interessant sein, die Last—Dehnungs—Diagramme fiir ver-
schieden schnelle Be-und Entlastungszyklen zu vergleichen. Solche konnten wir leider
nicht finden. In jedem Fall hingt die Last—Dehnungs—Relation zu einem bestimm-
ten Zeitpunkt entscheidend davon ab, auf welchem Wege wir eine jeweilige Dehnung
erreicht haben. Insbesondere lassen sich z.B. in Abb.2.3(a) sogenannte innere Hyste-
reseschleifen erzielen, wenn wir etwa bei 3) nur etwas Last wegnehmen und sie danach

wieder anlegen.

Bemerkung 2.2 Das Abb.2.2 zugrunde liegende Last- und Temperaturgesteuerte
und oben diskutierte Experiment (soft loading) ist eine Abwandlung des dehnungs-
gesteuerten Experiments aus Abb.2.1 (hard loading), dal wir in dieser Arbeit be-
trachten wollen. Die Last—Dehnungs—Diagramme aus Abb.2.3 erhalten wir im deh-
nungsgesteuerten Experiment, indem wir die Dehnung am rechten Rand vorgeben
und die Last (= Spannung) dort messen.

2.2 Thermoelastische Modellierung

2.2.1 Die klassischen Bilanzen

Im eindimensionalen ist unter Beriicksichtigung der Massenbilanz die differentielle
Form der Impulserhaltung gegeben durch

pu = 0z + f (IB)
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und die differentielle Form der Energieerhaltung durch

1
p@t(e + 5”%) = 8;1:(0%5) + fup — Opqu + 1, (EB)

wobei der zweite Hauptsatz der Thermodynamik erfiillt sein muf}, den wir in Form
der Clausius—Duhem—Ungleichung

1
pOm > ~0u(5au) + (CD)

schreiben. Dabei bezeichnet p die Dichte, e die spezifische innere Energie, u die Ver-
schiebung, o den Spannungstensor, f die dufleren Lasten, g, den Wéarmefluf3, r die
duBeren Warmequellen, 7 die spezifische Entropie und 6 die absolute Temperatur.

In der Referenzkonfiguration sei der Draht unverzerrt, und habe die Linge 1 und die
konstante Dichte p = pg. Wir nehmen oBdA pg = 1 an und rechnen im weiteren
einheitenfrei, siehe aber Bemerkung 2.5. Es soll der Spannungstensor o nur von der
Temperatur # und von der Verzerrung ¢ abhéingen. Da die beobachteten Verzerrungen
klein bleiben, setzen wir wie in der linearisierten Elastizitéitstheorie € = wu,. In dieser
Arbeit werden wir insbesondere die Bezeichnugen € und u, gleichberechtigt verwen-
den, je nachdem welche der beiden die elegantere oder klarere Schreibweise ermoglicht.
Fiir den Warmeflufl ¢,, nehmen wir schliellich das einfache lineare Fouriersche Gesetz

quw = _"iax

an, wobei kK > 0 den Wirmeleitkoeffizienten bezeichnet. Um nun die Entropieun-
gleichung (CD) zu erfiillen, ist das typische Verfahren, fiir die Helmholtzsche freie
Energie
Yp=e—0n

ein Gesetz einzufiihren, aus dem man die konstitutiven Materialgesetze erhiilt. Dazu
nehmen wir an, da§ neben o(t,z) auch e(¢,z) und n(¢,z) nur abhéngen von (¢, x)
und 6(t, x), daf also die Materialgesetze lokal sind und insbesondere kein Gedéchtnis
haben. Ferner sei (g,0) — (o,n) stetig und (g,0) — @ Fréchet-differenzierbar. Dann
existiert nach dem Satz von Coleman und Noll eine Funktion ¥ = ¥ (e, 6) mit

Y(t,z) =V(e(t,x),0(t,x)), n=—-0p¥, oc=0.V

und es gilt (CD) wegen g0, = —k#2 < 0, was wir weiter unten fiir ein erweitertes
System noch einmal explizit nachrechnen werden. Umgekehrt kénnen wir eine freie
Energie ¥ vorgeben, und erhalten mit 0 = 9. ¥, n = — ¥y und

Bte = 8,5(\1/ — H\I/.g) = OUgt + \I/.gat - at\Ilg — (9\1/.990,5 - Hagum

= oug — Wl — Ooguy (2.1)
1 IB
Ot(gu?) = UtUyt (:) O Ut + fut (22)
ein geschlossenes System fiir v und 6:
Utt = Oy (23&)
—O0Wgy 0; = kO, + Oopuy:. (2.3b)
——

@



2.2. THERMOELASTISCHE MODELLIERUNG 11

Dabei benutzen wir im weiteren fiir den unterklammerten Term (D) die Abkiirzung
—0Wgg(uy,0) =: cy(uy,0).

Dieser Term stellt die hier also noch potentiell von der Verzerrung und der Tempe-
ratur abhéngige spezifische Wérmekpazitét des Materials dar. Ferner wurde in (2.3)
beriicksichtigt, daf3 wir in unserem Experiment keine dufleren Lasten oder Wérme-
quellen betrachten, d.h. f = r = 0, sondern das System durch die am rechten Rand
vorgegebene Dehnung [(¢) steuern wollen. Die Randbedingungen in u lauten also

u(t,0) =0, u(t,1) =1U(t), (2.3¢)
und weiter nehmen wir an, dafl der Draht an den Réndern wérmeisoliert ist, also
0.(t,0) =0,(t,1) = 0. (2.3d)
Die Anfangsbedingungen seien schliellich
u(0,z) = up(z), w(0,z) =ui(z), 6(0,x) = Oy(x). (2.3¢)

In Anlehnung an Abschnitt 2.1.1 wollen wir nun die Phaseniiberginge in Form-
gedédchtnislegierungen und damit deren spezielle Eigenschaften dadurch modellieren,
dafl wir die verschiedenen Gleichgewichtskonfigurationen des Gitters in der freien
Energie nachbilden. Abbildung 2.4 zeigt den qualitativen Verlauf von W(-,0) und
o(-,0) = 0-¥(-,0) fur verschiedene Temperaturbereiche. Zuvor wollen wir in Defi-
nition 2.1 noch einige Bezeichnungen festlegen, wobei wir den Begriff ,stabil® wie
in Abschnitt 2.1 im physikalischen Sinne verwenden werden. Gleichzeitig implizieren
wir bereits eine recht konkrete Form von W, so dafl die Definition sinnvoll ist. Un-
ter Beriicksichtigung der zu gegebener Temperatur symmetrischen Anordnung der
Martensitphasen um den unverzerrten Zustand, nehmen wir insbesondere ¥ als sym-
metrisch in € an. Da ferner der unverzerrte Zustand unabhéngig von der Temperatur
eine Gleichgewichtskonfiguration des Gitters ist, gilt stets U.(0,6) = 0(0,6) = 0. Dies
hat die etwas eigenartige Konsequenz, dal wir im unverzerrten Zustand keine ther-
misch induzierten Spannungen erhalten, was in verschiedenen Stellen in dieser Arbeit
besonders beriicksichtigen werden miissen.

Definition 2.1 Zu einer gegebenen freien Energie ¥ definieren wir

(i) Opr ist die Temperatur, unterhalb derer nur die beiden Martensitphasen M_
und M stabil sind. Diese ist dadurch gegeben, daff W(-,0) zwei absolute Minima
bei e_(0) < 0 und e4(0) = —c_(0) und daneben keine weiteren Minimalstellen
aufweist. Fiir 6 > 0y entsteht ein lokales Minimum von V(-,0) bei e = 0, d.h. im
unverzerrten Zustand.

(ii) O ist die Temperatur, bei der die zu e_,e4 und ¢ = 0 gehdrenden Minima
von ¥ den gleichen Wert haben. Fiir 6 > 0 ist ¢ = 0 globale Minimalstelle von
U(-,0).

(iii) Fiir 6 > 04 schliefilich verschwinden die lokalen Minima e_ und £y, und
e = 0 wird einzige und damit globale Minimalstelle von ¥(-,0).
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Ferner wollen wir annehmen, daff Y (-,0) fir 0 < 04 und |e| > €4(0) streng konvex
ist in €, und daf8 zwischen zwei Nullstellen von o(-,0) stets genau ein Extremum von
o liegt. In diesem Sinne definieren wir Funktionen ly,ls : (0,0x) — [0,00) durch

(iv) fir @ < 6y gilt 0 < 12(6) und
<0 f’d?” € € (—lg(@), lg(@))

o:(g,0) 8 =0 fire e {£l2(0)}
> 0 sonst

(v) fiir Oy < 0 < O gilt 0 < 11(0) < l2(0) und

<0 f’d?” €€ (—lg(@), —11(9))
oe(,0) ¢ =0 fire e {£l1(0),+l2(0)}
> 0 sonst

U (11(0),12(0))

(vi) Es sei schliefllich O > 04 die Temperatur, ab der ¥ global konvex ist in e.
Fiir 0 > 0 gilt also stets o. > 0.

Wir nennen ¥(-,0) fir 6 < 0y ein double-well-, und fiir Opr < 0 < 04 ein triple-well-
Potential.

Bemerkung 2.3 Obwohl das Modell gerade aus dem Grunde interessant ist, dafl
i.a. ein nicht—trivialer Zusammenhang zwischen der Verteilung der Verzerrung (¢, x)
im Draht und der Dehnung [/(¢) am rechten Rand besteht, haben wir mit Absicht
die in der Verzerrungs—Temperatur—Ebene liegenden Kurven in (v), (vi) mit dem
auch fiir die Dehnung verwendeten Buchstaben als 1, lo bezeichnet. In den Kapiteln
4 und 5 werden wir in Abhéngigkeit von der Temperatur verschiedene Bereiche fiir
die Dehnung [ durch die Eigenschaften von W(e = [,0) charakterisieren. Die Kurven
fiir /7 und =+l trennen gerade die gewissermaflen klassischen Bereiche mit o, > 0
von den nicht—klassischen mit o. < 0.

Das Problem ist nun, daf die Anfangsrandwertaufgabe (2.3a) bis (2.3¢e) nicht wohlge-
stellt ist, wenn W(-,6) nicht konvex in ¢ ist, denn gerade in den interessanten Fillen
mit 0. < 0 wird die Impulsbilanz (2.3a) elliptisch. Man kann auch bei beliebig glat-
ten Anfangsbedingungen keine globalen klassischen oder auch schwachen Loésungen
erwarten, sofern [ ungleich Null ist und/oder wir als Anfangsbedingung eine nicht—
stationére Losung vorgeben, bei der ug mehrere Phasen trifft, sondern wird in kurzer
Zeit beliebig viele Spriinge in u, erhalten. Dies modelliert zwar die mogliche Ausbil-
dung von beliebig feinen Mikrostrukturen, in denen die verschiedenen Phasen direkt
aneinderstoBen?, aber zur mathematischen Behandlung werden wir die Impulsbilanz
(2.3) regularisieren.

Zund genau dieses Verhalten wollen wir auch als physikalisch nicht sinnvoll betrachten, siche unten
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(a) 8 < Bpr (b) by <8< bg (c) 0 =0
R R ¥

\.

(d) 8 < 0 < 84 {e)8 =104 (f) 0 > 0k
i\/ qu’ pﬁ
; = T e g
7 / ¢ 7
A\ - /:\: . N :
\V S ¢ e

Abbildung 2.4: Freie Energie ¥ und Spannung o als Funktionen von ¢ fiir verschiede-
ne Temperaturen. Es sind in den W—Skizzen jeweils €_(#) und 4 (6) auf der e-Achse
markiert (a)-(d), und in den o—Skizzen Fl3(0) bei (a) und Fi2(6), Fi1(0) bei (b)-(e).
Der Wert von ¥(0, ) ist dabei eher willkiirlich, es soll jedoch ein gewisses Wachstum
in 6 ausgedriickt werden. In (a) sind ferner die in Abschnitt 2.1.1 erwihnte Grenz-
spannung ¢* und die obere Phaseniibergangslinie eingetragen. Entsprechende Linien
lassen sich auch in (b) bis (e) einzeichnen.
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2.2.2 Regularisierungen

Es gibt verschiedene Ansétze zur Regularisierung der Impulsbilanz (2.3a), die natiirlich
nach Moglichkeit physikalisch motiviert sein sollten. In [Fal83] wird eine sogenann-
te Grenzflichenenergie e betrachtet, die Verinderungen in der Gitterkrimmung
beriicksichtigt. Dies sei wiederum physikalisch sehr stark vereinfacht erldutert. An-
genommen wir befinden uns in einem stationédren Zustand mit z.B. u,(z) = e_ fiir
x < xo und uy(x) = ey fiir x > x¢, sodaB in xy ein Sprung in der Verzerrung vorliegt.
In [Fal83] wird dies als Phaseniibergangsgebiet (als Grenzfliche) verschwindender
Dicke und verschwindender Energie bezeichnet, da der Sprung in der Verzerrung in
der (inneren, in der freien genauso) Energie des Drahtes, im stationédren Zustand de-
finiert durch fol e(uy, 0)dz, unberiicksichtigt bleibt, da e = ¥ — ¥y in xy nur einen
Sprung endlicher Hohe hat. Kristallographisch gesehen sollte der Sprung in ¢ jedoch
die Energie erhohen, was durch Abbildung 2.5 angedeutet werden soll.

(a) unverzerrtes Gitter  (b) verzerrtes Gitter (c) verzerrtes und
gekriimmtes Gitter

Abbildung 2.5: Wechselwirkung zwischen Kristallatomen in ungekriimmten und ge-
kriimmten Gitter.

Abb.2.5.(a) stellt das unverzerrte Gitter dar. Die Striche zwischen den Kugeln sollen
die Bindungen durch Elektronenwolken veranschaulichen. Insbesondere befinden sich
die Elektronenwolken o und [ in einem gewissen Gleichgewicht, sie haben maximalen
Abstand. Im gleichméBig verzerrten Gitter (b) gilt dies immer noch. Die Verzerrung
der einzelnen Zellen wird iiber die Abhéngigkeit der freien Energie von ¢ beriicksich-
tigt. In (c) schlieBlich stehen sich o und 3 sowie v und § gegeniiber. Die Energie des
Gitters ist erhoht, da sich die Elektronenwolken gegenseitig abstoflen. Dabei beachte
man, daf im (diskreten) physikalischen Modell jede Verénderung der Verzerrung einen
Sprung darstellt, und man in diesem Sinne vielleicht besser von einer Kritmmungs-
energie sprechen sollte. Der Name Grenzflichenenergie ist dadurch motiviert, dafl der
Effekt im Vergleich zur eigentlichen durch die Verzerrung der einzelnen Gitterzellen
gegebenen Gitterenergie erst dann Bedeutung gewinnt, wenn sich zwei verschiedene
in sich homogene Phasen gegeniiberstehen, und sich deshalb sehr viele Elektronen wie
«a und f in gleicher Weise von einander abstoflen

Als einfachste Moglichkeit fiir eine die Gitterkriimmung berticksichtigende Grenz-
flichenenergie entnehmen wir [Fal83] den Ginzburg-Ansatz eq = eq(uz) = Su2,,
0 < p << 1, und der Natur dieses Terms entsprechend wird e in [Fal83] der frei-
en Energie ¥ hinzuaddiert. Dies werden wir in den in dieser Arbeit verwendeten
Schreibweisen jedoch nicht beriicksichtigen, d.h. dafl bei uns ¥ weiterhin die nur von

¢ und 6 abhéngige freie Energie bezeichne, siehe auch Bemerkung 2.4. Aus physika-
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lischen Griinden wird in [Fal83] ferner ug, = 0 an den Réndern gefordert, so dafl
der Draht dort beliebige (zuldssige) Verzerrungen annehmen kann, die Kriimmung
jedoch verschwindet. Fiir uns ist dabei wichtig, daf§ diese Randbedingungen auch fiir
die mathematische Behandlung besonders angenehm sind. Die aus eg stammende so-
genannte Momentenspannung im Innern des Gitters sei mit fg bezeichnet und ergibt
sich zu

fa= 8umeG = HUgg-

Als erweiterte Impuls und Energiebilanz erhalten wir dann

2
Utt = Og — amfG = 0z — HUgzzx

1
Oi(e+eq + iuf) = 0y (ows) + 02 (four),
und mit den gleichen Umformungen der Energiebilanz wie in (2.1),(2.2) folgt

Up = Oy — Mhgzzr (2.4a)

cUHt = kegm: + 90’9umt (24b)

Mathematisch stellt die Hinzunahme von —pu,., eine Regularisierung dar, und das
System (2.4a,b) wurde in einer Vielzahl von Arbeiten untersucht, siehe Unterabschnitt
2.3.1, wobei fiir ¥ stets der sogenannte Landau-Devonshire Ansatz zu Grunde gelegt
wird. Dieser spezielle Ansatz fiir ¥ wird im néchsten Unterabschnitt vorgestellt und
diskutiert.

Eine weitere mogliche Regularisierung von (2.3a) besteht darin, in das System (2.3a,b)
eine viskose Ddmpfung einzubauen. Im einfachsten Fall erhalten wir etwa

Ut = O + YUtza (2.5a)

cUHt = kegm: + eo-gu;pt + ’YUit (25b)

fiir ein v > 0. Dieser Ansatz wurde z.B. in [CH94] ebenfalls fiir ¥ in Landau-
Devonshire Form untersucht.

Bemerkung 2.4 Aus kontinuumsmechanischer Sicht ist wie oben bereits bemerkt
die Hinzunahme des Terms — g, in die Impulsbilanz die Folge des Hinzufiigens

des entsprechenden Terms %uim zur freien Energie. Diese ist dann von der Form

U = U(uyg, Ugg, 0) = P + %uix,

wobei W unsere bisherige freie Energie bezeichne. Auch im Falle viskoser Dampfung
fiigt man die Terme Yu,,; in die Impulsbilanz und yu2, in die Energiebilanz nicht
einfach ein, sondern leitet die entsprechenden Bilanzgleichungen aus der Beziehung
o = V. 4+ yug her. Da wir in dieser Arbeit pugerr und vyugz.: jedoch eher als ma-
thematische Regularisierungsterme betrachten wollen, und es auflerdem bequem sein
wird, ¥ und o in der urspriinglichen Form ¥ = ¥(u,,0) und o = ¥, zu verwenden,
werden wir diese etwas ungenaue Schreibweise beibehalten.
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Betrachten wir nun beide Regularisierungen gemeinsam, so erhalten wir das System
(1.1), wobei wir stets p > 0 voraussetzen, jedoch nur v > 0. Den Fall v = 0 wol-
len wir soweit wie moglich mitbehandeln, da das System (2.4) einen gewissen Stan-
dard darstellt. An vielen Stellen werden wir jedoch die zusétzliche viskose Ddmpfung
bendtigen, und wir werden die qualitativen Unterschiede zwischen den Féllen v = 0
und ~ > 0 verdeutlichen. Ferner ist es sinnvoll mit homogenen Randbedingungen zu
arbeiten. Aus diesem Grund setzen wir

a(t,x) = u(t,z) — xl(t) (2.6)

und erhalten nach weglassen der Tilde die folgende Form der Anfangsrandwertaufgabe
(1.1), die fortan im Falle v = 0 mit (Py) und im viskosen Falle mit (P,) bezeichnet
sei, sowie allgemein® mit (P):

ug = [o(ug +1,0) — ey + Yitz]e — xi, (2.7a)
co(ug +1,0)0; = Kbyy + Oog(uy + 1,0) (uge + l) + y(ug + i)2, (2.7b)

mit Randbedingungen

w(t,0) = u(t,1) = uze(t,0) = uyy(¢,1) =0, (2.7¢)
0,(£,0) = 0,(t, 1) = 0, (2.7d)

und Anfangsbedingungen (wobei u3®" = w3t — 21(0) usw.)
w(0,2) = up(z), w(0,2) =ui(z), 6(0,2)=6by(z). (2.7e)
Aus (2.7a) bis (2.7d) erhalten wir dabei sofort die Kompatibilitédtsbedingungen
tgarr(0,8) = 0 und  tgan(1,1) = I(t) /1, (238)

wenn diese hohen Ableitungen punktweise wohldefiniert sind. Insbesondere verschwin-
det also auch g4, an beiden Réandern fiir [ = 0.
Uberpriifen wir schlieBlich fiir (P) noch einmal (CD), so erhalten wir

. 1 . .
(%77 :3t(—\119(ug; + l, 6)) = —ag(um + l) + 5 (HZ@J;J; + Hag(uxt + l) + ’y(um + l)2>

1 . v b0 02

Unabhéngig von v = 0 oder v > 0 gilt also die Clausius—Duhem—Ungleichung in der
differentiellen Form (CD), wobei jedoch die viskose Dampfung in (P,) zusétzliche
Entropie erzeugt. Fiir uns von besonderer Bedeutung wird die integrierte Form von
(2.9) sein, die wir in Abschnitt 2.4 notieren.

Es wird nun noch festzulegen sein, in welchen Rédumen die Anfangsbedingungen sowie
[ liegen sollen. Ferner muf} eine konkrete freie Energie ¥ gewihlt werden (wenn man
z.B. Losungen numerisch bestimmen will), oder zur mathematischen Behandlung ge-
eignete Bedingungen an ¥ (Glattheit, Wachstumsbedingungen) formuliert werden.
Dies geschieht im néchsten Unterabschnitt.

3d.h. wenn « = 0 oder v > 0 keine Rolle spielt
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Bemerkung 2.5 Wir werden in dieser Arbeit wie auch in der Herleitung unseres
Problems (P) einheitenfrei rechnen, bemerken aber folgendes. Nehmen wir kg-m™!
als Einheit der Dichte und m als Einheit der Verschiebung, so erhalten wir kg-s~2
als Einheit eines Terms in der Impulsbilanz (IB), N=kg-m-s~2 als Einheit von o und
m?s~2 als Einheit von ¥ und von e. Es ist also unser ¥ wie auch e eine Energiedo-
sis, was jeweils durch das Attribut spezifisch ausgedriickt wird. Die eigentliche freie
Energie(dichte) ergibt sich durch Multiplikation mit p, sodaf} eigentlich z.B. o = p¥.
gilt. Dies fillt unter den Tisch, wenn wir p ignorieren, und wir erhalten m-s=2
Einheit eines Terms in der Impulsbilanz und N-s~! als Einheit eines Terms in der
Energiebilanz. Dementsprechend ergeben sich die Einheiten von j zu m*
v zu m?s 1.

Schlielich bemerken wir noch, dafl wir in (2.6) einheitentechnisch die Substitution
a(t,x) = u(t,z)—=zl(t)-m~! machen, um dann die Groe [ in (2.7a,b) als dimensionslos
zu betrachten, sodafl eben z.B. uy und [ die gleiche Dimension s~! haben.

als

s~2 und von

2.2.3 Konkrete Ansitze zur Wahl der freien Energie

Typischerweise wird als Modell fiir die nichtkonvexe freie Energie ¥ der folgende in
¢ polynomiale Landau-Devonshire-Ansatz gewihlt?,

U(e,0) = Wo(0) + U1(0)P2(e) + U3(e), (2.10a)
mit

\110(9) = CUH(Cl — ln(G)) + CQ,

Uy(0) =60 — 0y,

2.1
Uy(e) = %82 (2.100)
Ws(e) = —%54 + %66,

wobei ¢,, C1, aq, a9, g neben 6y weitere positive Materialkonstanten sind, und Cy €
IR eine Normierung darstellt. Insbesondere ist ¢, die in diesem Ansatz konstante
spezifische Warmekapazitit, was sich unmittelbar aus

(g, 0) = —0Vgg(uy, 0) = —0U((0) = ¢, (2.11)

ergibt. Um einen Eindruck physikalisch realistischer Parameter zu bekommen, seien
hier die wesentlichen in [Bub95] verwendeten Gréfien angegeben. Dabei lassen sich ¢,
und 6 direkt experimentell bestimmen. Die Groe von p geht auf [Fal83] zuriick, und
wurde dort aus der Beobachtung gewonnen, dafl Grenzflichen eine typische Dicke von
wenigen Gitterzellen besitzen. Die Werte von a1, g, ag wurden schliefllich in [Bub95]
durch Abgleich experimentell erhaltener mit sich theoretisch ergebenden Hysterese-
schleifen bestimmt.

ey = 31274 T i =2.10"10 Orr = 348.75 K,
(2.12)
o =190—Lr 0y =2343.10°:L;, a3 =249 10815

4bei Hinzunahme des Ginzburg-Terms eq auch als Ginzburg-Landau Ansatz bezeichnet
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Bemerkung 2.6 Obwohl wir einheitenfrei rechnen wollen, haben wir der Vollsténdig-
keit halber in (2.12) die Einheiten mit angegeben und bemerken, dal ¥ in obigen
Einheiten die Dichte der freien Energie in J cm~2 angibt. In [Bub95] ergibt sich dann
die freie Energie des Drahtes in Joule, indem iiber das (drei-dimensionale) Volumen
des (realen) Drahtes integriert wird, d.h. es wird iiber die Lénge des Stabes inte-
griert und mit einem Querschnitt multipliziert. In diesem Sinne sind bis auf 6y, die
Grofen in (2.12) mit m® - 100~3kg ™!, d.h. mit dem Inversen der Dichte in [Bub95],
durchzumultiplizieren, um die von uns betrachtete freie Energiedosis zu erhalten.

In dieser Arbeit werden wir in einigen Beispielen auf ¥ in der Form (2.10) mit den
Daten (2.12) zuriickkommen. Insbesondere kénnen wir zu einer konkret gegebenen
freien Energie die Temperaturen 6g, 04 und 0k sowie die Funktionen /;(0) und l2(0)
explizit bestimmen. Zum Beispiel erhalten wir fiir [y und o, gegeben durch

oe(l:,0) = (0 — Oar)ar — 3asl? + Sasld = 0,
die Auflosung

11(0) = V/y1(0) und 12(0) = \/y2(0), wobei

1

_ B 903 ? (2.13)
e T (100a3 (6 - 6M)5043> '

D

Dabei gilt D > 0 fiir 0 < 0 = 400.97K. Weiter erhalten wir z.B. g = 370.52K
und 04 = 377.76K. Dies soll nur zur weiteren Anschauung der physikalischen Grofien
dienen.

Mathematisch gesehen ist es jedoch eher sinnvoll, sich die wesentlichen bendtigten
Eigenschaften von ¥ zu verdeutlichen, und dann mit einer moglichst allgemeinen
Form zu arbeiten, als sich von vornherein auf einen relativ konkreten Ansatz wie
(2.10) festzulegen. Bei (2.10) handelt es sich ferner um einen Ansatz, mit dem sich
lokal, d.h. fiir kleine Verzerrungen und in Bereichen um 6;; bis 0 die gewiinschten
Eigenschaften leicht modellieren lassen, bei dem jedoch z.B. unklar ist, warum ¥
global wie €® wachsen sollte, oder etwa . = a1 (6 — 0pr) + ¥4(¢) linear in 0, was sich
eben aus der linearen Kopplung von 2 und # im Ansatz (2.10) ergibt.

Es gibt nun verschiedene Ansitze, lokal die Eigenschaften von ¥ zu modellieren,
die zu Phaseniibergéngen fiihren, und gleichzeitig ein global flexibleres Verhalten zu
gewihrleisten. In [Spr89] wird die Faktorisierung (2.10a) verwendet, und fir | = 0
unter folgenden Voraussetzungen an ¥ bis ¥3 die globale Existenz einer (schwachen)
Losung von (Pg) gezeigt:

(i) Wy, ¥ € C3[0,00), Ug, U3 € C3(IR)
(i) —6(PG(0) + W (0)Wa(e)) > & > O fiir alle (,6) € IR x [0, 00).

(iii) Wo() — OVH(0) + (U1(0) — 0 (0))Va(e) + Y3(e) > Cale| — C3
fiir alle (e,6) € IR x [0, 00).

(iv) [W1(80)] + |W,(8)] + |0W,(8)| < &4 fiir alle 8 € [0, 00).
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Dabei bedeutet (ii), dafl der Koeffizient ¢,(e,0) vor 6; in (2.7b) von Null wegbe-
schrankt ist. Falls dies nicht der Fall ist, sagt man, dafl die Energiebilanz degeneriert,
und das Vorzeichen von ¢, legt sozusagen die Richtung der Zeitachse fest. Weiter wird
(ii) benétigt, um (solange die Losung existiert) mit dem Maximumprinzip 6(¢,z) > 0
zu gewihrleisten, sieche Lemma 3.5. Voraussetzung (iii) bedeutet, daf§ die innere Ener-
gie e = ¥ — 0¥y nach unten beschrinkt ist und geeignet wéchst. Der Punkt ist, dafl
mit dieser Voraussetzung die Verzerrung u, in den fiir globale Existenz notwendigen
a—priori Abschitzungen in der L*° Norm beschrinkt werden kann, vgl. Lemma 3.6.
Wiéhlt man nun ¥g, ¥y, U5 wie in (2.10b), dann sollte, —um (iii) zu erfiillen und um
weiterhin die in Abb.2.4 skizzierte Form von ¥ zu erhalten, ¥y in etwa von der Form
¢y arctan(ce (60 —0yr)) sein. Man beachte, dal mit dem Ansatz ¥;(0) = (0 —60,) wegen
(2.11) und mit

e=V — 0\119
ZCUG(Cl — log(H)) + Cy + ((9 — (9]\/[)\111 + Uy — H(CU(Cl —1—log 0) + \Ifl)
=Cy + Wy — 0¥y + c0

(ii) und (iii) erfillt sind, jedoch nicht (iv). Im allgemeinen werden wir nun in dieser
Arbeit einen in dieser Form auch in [Zhe95], Abschnitt 4.2 verwendeten Ansatz fiir
¥ zu Grunde legen, der insbesondere von V¥ in der Form (2.10) erfiillt wird. Es sei

\If(e, 9) = \1/0(9) + 9\1’1(8) + \1’2(6), (214)

woraus sich unmittelbar ergibt, dafl die spezifische Warmekapazitit nur von 6 abhéngt.
Ferner sollen mit fiir den Rest der Arbeit fest als C1,Cs, C3 > 0 bezeichneten Kon-
stanten folgende Voraussetzungen erfiillt sein:

(H1) ¥y € C*((0,00),IR), ¥y, ¥y € C°(IR)

(H2) Die Abbildung 0 — c,(0) = —0¥{(0) 148t sich zu einem Element von C?([0, 00))
fortsetzen.

(H3) =00 (0) > Cy > 0 fiir alle 6 € [0, 00).
(H4) Wq(e) >0, eVi(e) >0, ¥'(e) >0, WUy(e) > Cyle| — Cj fiir alle € € TR.

Ferner soll ¥ natiirlich die in Definition 2.1 festgelegten Eigenschaften besitzen, mit
den dort festgesetzten Bezeichnungen wie £_, e, den verschiedenen Temperaturen
und den Kurven [y, ls.

Als Ausnahme werden wir uns fiir das Problem (P,) auf ¢,(0) = —0¥((6) = ¢, fest-
legen. Dieser Ansatz besitzt bei der mathematischen Behandlung den groflen Vorteil,
dafl damit die (im Falle —0Wyy # const nur quasilineare) Energiebilanz und damit
das ganze System (2.7a,b) semilinear wird, sodafl uns die Theorie fiir solche Systeme,
z.B. [Hen81], zur Verfiigung steht. Dies ist eine wesentliche technische Erleichterung.

Wegen der aus der Symmetrie der Martensitphasen stammenden Symmetrie von
U(-,0) tritt ferner stets das Problem auf, daf bei jeder endlichen Wachtumsbedin-
gung in ¢ die grundlegende Forderung ¥ (e, §) — oo fiir e — —1 an das Materialgesetz
verletzt ist. Das Material konnte also mit endlicher Energie auf einen Punkt zusam-
mengedriickt werden und sich sogar selbst durchdringen. Dieses Problem kénnen wir
jedoch wegen der L°°-Beschrianktheit von u, kontrollieren, indem wir die Anfangs-
bedingungen und die zeitabhéingige Dehnung in entsprechenden Schranken wihlen.
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2.3 Ein Literaturiiberblick

2.3.1 Thermoelastischer Fall

Insbesondere das System (2.4a,b) wird fiir verschiedene Randbedingungen in einer
Vielzahl von Arbeiten untersucht, z.B. in [Zhe95], Kapitel 4.2 (vgl. auch [SZ89]), in
[SN91] und in [Bub95|. Dabei wird W stets in der Form (2.10) angesetzt, und aufer in
[Bub95] erfolgt die Kontrolle des Systems durch &uflere Lasten f und Wiarmequellen
g. In [Zhe95] finden sich Existenz— und Eindeutigkeitsbeweis fiir diese Situation, und
fiir hinreichend glatte Anfangsbedingungen erhalten wir klassische globale Losungen.
In [SN91] wird ein Verfahren zur numerischen Behandlung von (2.4a,b) hergeleitet.
Dann werden die Ergebnisse zweier temperaturgesteuerter Experimente présentiert,
in denen temperaturabhiingige Ubergiinge zwischen den verschiedenen Phasen simu-
liert werden.

In [Bub95] wird das in Abb.2.1 beschriebene dehnungsgesteuerte Experiment be-
trachtet, wobei auch mogliche dulere Wirmequellen g beibehalten sind, und ferner
der rechte Rand des Drahtes nicht notwendig als thermisch isoliert angesehen wird,
sondern als Randbedingung

02(,1) = Z(6r(t) — 0(1,1)) (2.15)

gegeben ist. Dabei ist & ein Wiarmeiibergangskoeffizient und 6p(t) eine vorgegebene
Auflentemperatur, die also zusammen mit g zur zusétzlichen Steuerung des Systems
dienen kann®. Zunéchst zeigt Bubner wieder die globale Existenz klassischer Losun-
gen zu dieser Anfangsrandwertaufgabe bei hinreichend glatten Anfangsbedingungen.
Ferner erhilt er die Losbarkeit des Kontrollproblems, d.h. zu gegebenen Anfangsbe-
dingungen und zu einer gegebenen Zeit t1 existieren geeignete optimale Funktionen
(Kontrollen)

g:[0,1] x[0,t1] = IR, 6r:[0,t1] =R und:[0,t1] — R,

so daf} bei t = t; eine gewiinschte Verteilung von u, und 6 erzielt wird. Anschlie-
Bend werden mit den Daten aus (2.12) umfangreiche numerische Simulationen durch-
gefiihrt, wobei der Schwerpunkt in der Betrachtung von Hystereseschleifen in Last—
Dehnungs—Diagrammen wie Abb.2.3 liegt, indem die Last am rechten Rand berechnet
und iiber [(t) aufgetragen wird. Diese berechneten Diagramme werden mit tatséchlich
gemessenen Last—-Dehnungs—Diagrammen verglichen, und es wird eine qualitativ gute
Ubereinstimmung festgestellt. Insbesondere gelingt es durch geeignete Wahl des Deh-
nungszyklus die in Bemerkung 2.1 erwéihnten inneren Hysteresysschleifen zu simu-
lieren. Es zeigen sich jedoch auch Einschrénkungen des Ginzburg—Landau—Modells,
und vor allem die Funktion und Griéfle des Grenzflachenenergiekoeffizienten p bleiben
etwas fraglich.

Ein Existenz-und Eindeutigkeitsbeweis zu dem System (2.5a,b), mit freier Energie
in Landau-Devonshire-Form und Dirichlet-Randbedingungen in v und Neumann-
Randbedingungen in 6 findet sich in [CH94]. Auch fiir dieses System erhalten wir bei
geeigneten Anfangsbedingungen globale klassische Losungen.

Sdiese Moglichkeit wird jedoch in den numerischen Simulationen nicht betrachtet
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Die Existenz und Glattheit von Losungen zu dem mit beiden Regularisierungen aus-
gestatteten System wird fiir verschiedene Randbedingungen in [HZ92] untersucht. In
Abschnitt 2 wird dort insbesondere fiir den Spezialfall [ = 0 die globale Existenz von
Losungen zu (P,) bewiesen. In Abschnitt 3.1 geben wir jedoch fiir (P,) und [ nicht
notwendig identisch Null noch einen eigenen lokalen Existenzbeweis, und verweisen
dann fiir die anschlieend durchzufiihrenden a—priori Abschitzungen im Prinzip auf
[HZ92], siche Abschnitt 3.2.

Eine zusammenfassende Diskussion mit umfangreichen Literaturangaben iiber ver-
schiedene Aspekte des Modellierens der thermoelastischen Eigenschaften von Form-
gedéchtnislegierungen mit Verweisen auch auf den dreidimensionalen Fall und auf
Modelle, bei denen die verschiedenen Phasen mittels Einfithrung einer sogenann-
ten Phasenfunktion modelliert werden (Frémond—Modell), findet sich schlielich in
[HM90]. Dort werden auch numerische Simulationen fiir die schwache Form des nicht
regularisierten Problems (2.3a,b) présentiert, und man erhilt das erwartete Entste-
hen von Spriingen in der Verzerrung, sobald bei Uberschreiten der Grenzspannung
Phaseniibergénge stattfinden.

In dieser Arbeit soll nun das qualitative Verhalten von Losungen zu (Pg) bzw. (P,)
analytisch untersucht werden, insbesondere, ob Lésungen gegen eine stationdre Losung
konvergieren, wenn die duflere Anregung wegfallt (l = 0), und welche stationére
Losung dabei in Abhéngigkeit von den Anfangsbedingungen und von [ = const an-
gestrebt wird. Im néchsten Abschnitt fassen wir dazu noch Ergebnisse aus [Peg87],
[BHJ*91] und [FM96] zusammen, die die Asymptotik von Lésungen fiir den isother-
men Fall mit viskoser Dédmpfung und ohne Grenzflichenregularisiserung untersuchen.
Fiir den thermoelastischen Fall haben wir keine Arbeiten im Zusammenhang mit
der Asymptotik von Losungen bei nichtkonvexer freier Energie gefunden. Allerdings
werden wir in Kapitel 4 wesentlich Methoden aus [Sle81] verwenden, um fiir geeig-
nete Anfangsbedingungen die exponentielle Konvergenz gegen eine triviale stationére
Losung zu beweisen.

Beziiglich der Frage nach nichttrivialen stationéiren Losungen siehe die Referenzen in
Kapitel 5.

2.3.2 Isothermer viskoser Fall ohne Grenzflichenenergie

In [BHJ"91] wird (als eines von drei Modellen zur Untersuchung der Dynamik des
Entstehens von Mikrostrukturen) die isotherme Impulsbilanz

Ut = [U(uaﬂ) + ’Yutm]x —au (216&)

mit viskoser Dampfung v > 0 betrachtet, vgl. (2.5a), wobei @ > 0 die Grofe einer
Riickstellkraft beschreibt, mit der der Draht auf einer Unterlage festgehalten wird.
Wir werden uns hier im wesentlichen auf den Fall o = 0 beschrénken, allerdings wird
der Fall > 0 in [BHJ"91] extra eingefiihrt, um die Formierung feinerer Mikrostruk-
turen energetisch zu bevorteilen, sieche Ende des Abschnittes. Die freie Energie, die
im isothermen Fall oft auch als elastisches Potential bezeichnet wird und nur noch
von € abhéngt (wenn wir hier wieder etwas ungenau die ,, Riickstellenergie® %uQ aus-
klammern), wird als double-well Potential angenommen, vgl. Abb.2.4(a), wobei der

Einfachheit halber in den beiden Minima ¥ = 0 gelten soll. In [BHJT91] wird die
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konkrete Wahl ¥ (u,) = 3 (u2 —1)? getroffen. Ferner sei der Draht an beiden Réndern
festgehalten, die Randbedingungen lauten also

u(t,0) = u(t,1) =0, (2.16b)
und die Anfangsbedingungen seien
w(0,2) = up(z) uw(0,z) = uy(x). (2.16¢)

In [Peg87] wird Gleichung (2.16a) fiir v = 1 und o = 0 mit soft loading Randbe-
dingungen behandelt, d.h. mit u(¢,0) = 0, o(ux(t,1)) + uw(t,1) = F(t), wobei wir
aber im wesentlichen das gleiche Problem erhalten. Ein wesentliches Hilfmittel zur
Behandlung der Anfangsrandwertaufgabe (2.16) ist nun eine in der folgenden Form
aus [Peg87] entnommene Transformation, die wir als Pego-Transformation bezeichnen
wollen. Man setzt (im Fall a = 0, der Fall o # 0 ist etwas abgewandelt)

p(fﬂ)Z/ ur(§)dE — //“t Jdédz (2.17)

q(z) = —p(x) + yuz(z)

und gelangt durch diese Substitution zu einer Evolutionsgleichung in p und ¢ mit dia-
gonalisiertem sektoriellem Linearteil, fiir die man geeignete globale Losungen erhélt,
um auf diesem Umweg Losungen von (2.16) im Phasenraum W1°°(0,1) x L?(0,1) zu
erhalten. Diese Methode werden wir in Abschnitt 3.1 auf das thermo—viskoelastische
Problem (P) iibertragen.

Ein wichtiger Unterschied zwischen (2.16) und den Systemen (Py) und (P) ist nun,
vgl. (2.24), daB entlang von Losungen zu (2.16) die freie Energie

1
—u? + U (uy) + %qum (2.18)

ED(t) := BV (u(t), u(t)) = /1 2
0

des Drahtes (schwach) féllt (genauer: nicht wichst), denn mit partieller Integration
gilt

1
EWY) = / Uty + OUg + auurde
0
1 1
= / ut(0p + Ylgat — Q) + Uy + quurde = —7/ uitdac <0. (2.19)
0 0

Damit liefert (2.16a,b) ein dynamisches System auf dem Phasenraum W1°°(0,1) x
L?(0,1) mit der Liapunov—Funktion EW  und wegen der unteren Schranke I > 0 ,er-
wartet* man, da} Losungen in einer geeigneten Topologie gegen stationére Losungen
streben, die Gleichgewichtslagen von E() darstellen, und zwar vorzugsweise gegen
lokale Minima. Bei einem aus einer gewodhnlichen Differentialgleichung stammenden
dynamischen System gilt dies fiir beschrinkte Orbits, da diese wegen der endlichen
Dimension des zugehorigen Phasenraums automatisch relativkompakt sind. Bei par-
tiellen Differentialgleichungen mufl die Relativkompaktheit von Orbits (in einer hin-
reichend starken Topologie) erst noch gezeigt werden, und es stellt sich heraus, daf§
diese fiir (2.16) (bzgl. der Norm-Topologie von W1°°(0,1) x L?(0,1)) nicht gegeben
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ist. Dies éndert sich, wenn wir die Grenzflichenregularisierung %uim hinzunehmen,
wodurch sich die Untersuchung der Asymptotik stark vereinfacht, siehe Abschnitt
3.3. In jedem Fall kéonnen wir jedoch auch fiir u = 0 jegliches zeitlich periodische
Verhalten von vornherein ausschlieflen.
Wir betrachten jetzt fiirs erste den Fall a = 0, und bemerken, dafl die nichtlineare
Randwertaufgabe

o(uzg)z =0, u(0)=u(l)=0 (2.20)

keine nichttrivialen glatten Losungen besitzt, aber jedes stiickweise affine u, das die
Randbedingungen erfiillt, und fiir das o(u,) = const ist, eine schwache Losung dar-
stellt. Mit obiger Wahl von W(u;) = 1(u2 —1)? erhilt man ferner sofort E)(u,0) = 0
fiir alle v mit u, = +£1 fast iiberall. Damit ist jedes solche u mit stiickweise konstanter
Verzerrung v’ = #+1 und der Nebenbedingung fol uydr = 0 (daf also die Phasen +1
wegen u(0) = u(1) = 0 gleichverteilt sind) ein globales Minimum von E/). Diese Men-
ge M, besteht aus bzgl. kleinen Stérungen (ug, u1) € W(1)(0,1) x L?(0,1) exponen-
tiell stabilen stationéren Losungen, siehe [Peg87], Satz 4.1, und ist offensichtlich nicht
kompakt in W°°(0,1), dem in [Peg87] diskutierten Phasenraum fiir u. Tats#chlich
ist nach [Peg87], Satz 4.1 die Menge M der exponentiell stabilen stationdren Losun-
gen noch wesentlich gréBer, und enthélt alle & € W1>°(0,1) mit o (i) = const und
o'(u,) > oo > 0 fast iiberall. Diese zweite Bedingung ist die Positivitit der zweiten
Variation 62E()(@,0) > 0, und entsprechende Losungen @ heifien relative schwache
Minimierer von EU), d.h. BV (u + v,0) > EW(u,0) fiir alle v € WH(0,1) mit
[|v||lyw1. klein. Dagegen heilen Losungen @, die zusétzlich in M liegen, starke Mi-
nimierer von I, d.h. fiir diese gilt (hier trivialerweise) EY) (u +v,0) < EY) (u,0) fiir
alle v € WH*°(0,1) mit ||v||z~ klein. Der Punkt ist, dal Losungen aus M die so-
genannten Maxwell-Bedingungen und damit die Weierstra—Erdmann—Bedingungen
erfiillen. Wir werden hierauf in Abschnitt 5.4 zuriickkommen.

Man beachte dabei, dafl sich obige exponentielle Stabilitat auf Anfangsbedingungen
bezieht, die die gleichen Spriinge in der Verzerrung aufweisen wie @, da ||0,up— Uz ||,
klein sein muB. Dies kann auch nicht anders sein, da in jeder W1°°(0,1) Umgebung
von o weitere solcher exponentiell stabiler Losungen liegen. Aus diesen Griinden, der
fehlenden a—priori Relativkompaktheit von Orbits, sowie der Nicht—Kompaktheit der
Menge der stabilen stationéren Losungen und ihrer groflen ,geometrischen Kompli-
ziertheit“, ist es schwer, allgemeine Aussagen iiber die Dynamik der Losungen zu
(2.16) zu treffen.

Dies ist unter anderem in der Einleitung von [FM96] ausfiihrlicher zusammengefafit,
und soll hier nur die Kompliziertheit des Problems andeuten. Ferner sollen diese
Bemerkungen dazu dienen, im Vergleich etwa zu den Abschnitten 3.3 und 5.6 die
bedeutende Rolle der Regularisierung durch die Grenzflichenergie zu verdeutlichen.

In [Peg87] (o = 0) wird nun folgendes gezeigt: Bezog sich die obige Stabilitdtsaussage
noch auf Anfangsbedingungen, die wie oben bemerkt selbst Spriinge (und zwar die
gleichen wie ein @) in der Verzerrung aufweisen, so wird als néchstes die Asympto-
tik glatter Losungen untersucht, bei denen die Anfangsbedingungen eine sogenannte
,transition layer Struktur besitzen: Man erhilt, dafl wenn uy € C*(0,1) im wesent-
lichen die gleiche Phasenverteilung aufweist wie eine stationéire Losung u, aber deren
Spriinge in der Verzerrung in ug zu (hinreichend steilen) Ubergéngen geglittet sind,
und wenn die kinetische Energie der Anfangsbedingungen, also ||u1]|z2, klein genug
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ist, die Losung zu diesen Anfangsbedingungen exponentiell gegen u konvergiert. Daf3
der geglittete Ubergang von einer Phase zu einer anderen hinreichend steil, d.h. das
Ubergangsgebiet diinn ist, bedeutet dabei, daB die elastische Energie der Anfangsbe-
dingungen hinreichend klein ist.

Im Ergebnis folgt, daB die glatten Ubergéinge in den Anfangsbedingungen sich mit der
Zeit exponentiell schnell aufsteilen, dafl insbesondere keine neuen Phaseniibergéinge
entstehen konnen und die Orte der Phasengrenzen in der angestrebten stationiren
Losung durch die Ubergangsgebiete in den Anfangsbedingungen festgelegt sind. Dies
wird in den auf [Peg87] aufbauenden Arbeiten [BHJT91] und [FM96] als ,,Jumps do
not move“ bzw. ,lock-in“ der Ubergangsgebiete bezeichnet.

Bemerkt sei, daf in allen drei Arbeiten [Peg87], [BHJ'91] und [FM96] die Untersu-
chung auf Anfangsbedingungen mit diinnen Ubergangsgebieten eingeschriinkt bleibt,
daf also z.B. das Verhalten von Losungen, die nahe u = 0 starten, —die Situation, bei
der wir eine Art Nukleationsprozefl verschiedener Phasen im Draht erwarten, unklar
bleibt.

Schliefilich wollen wir noch auf die Rolle von « hinweisen, hier als letzte Bemer-
kung zur Modellierung der Entwicklung von Mikrostrukturen im Zusammenhang mit
Phaseniibergéngen. Im Falle o > 0 ergibt sich, dafl das Infimum Null des Energie-
funktionals

1
V() = BV (u,0) = / %(ui —1)? + Su’da (2.21)
0

nicht angenommen wird, da sich die Bedingungen v = 0 und u, = 41 fast iiberall
offensichtlich widersprechen. Stattdessen gibt es sogenannte minimierende Folgen (¢y)
in VVO1 ’4(07 1), wie etwa die aus [BHJT91] entnommene Folge

1
or(z) = Eg(kﬂc) mit g(z) = { f_ N fl)é ii ;/f 7

die in VVO1 ’4(0, 1) schwach gegen u = 0 konvergieren, aber v = 0 ist natiirlich kein
Minimum. Funktionalanalytisch betrachtet ist also V' nicht nach unten halbstetig bzg].
der schwachen Konvergenz in I/VO1 ’4(0, 1), und aus der Sicht der Variationsrechnung
entspricht dies der mangelnden Elliptizitit von V.

In [BHJ"91] (und [FM96]) wird nun die Frage vertieft, ob Losungen zu (2.16) wegen
(2.19) die Form solcher minimierender Folgen in gewissem Sinne nachahmen, und wir
so die dynamische Entwicklung beliebig feiner Mikrostrukturen modellieren kénnen.
Sie tun dies nicht, siche [BHJT91], Abschnitt 4.1, sondern bleiben in Gleichgewichts-
lagen hingen, die im Falle von Anfangsbedingungen mit Ubergangsgebietsstruktur
wie oben beschrieben durch diese festgelegt sind. Dabei beachte man noch, daf} die
Gleichgewichtslagen nun durch o(u,), — au = 0 gegeben sind, also nicht mehr stiick-
weise affin sind, siehe [BHJT91], Abschnitt 2.2. Ferner wird in [BHJ"91] darauf hin-
gewiesen, dafl @ > 0 in dem Sinne einen Einflufl auf die Feinheit der Phasenstruktur
hat, dafl mit wachsendem « die Zahl der notwendigen Spriinge in ¢ in stationéren
Losungen wachsen mu$.

Auch fiir die Probleme (Pg) und (P,) wollen wir die Frage untersuchen, ob Losungen
Mikrostrukturen entwickeln.
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2.4 Energie— und Entropiefunktionale

Die freie Energie F()(t) aus (2.18) kénnen wir uns als Nicht-Physiker als die Féhig-
keit des Drahtes vorstellen, (mechanische) Arbeit zu verrichten, welches der iiblichen
anschaulichen Definition der Energie entspricht. Bei der Untersuchung des isother-
men Problems mit Grenzflichenregularisierung ist die freie Energie des Drahtes dann
gegeben durch

1
ED @) := BV (ug + 1, up + 2, 0) := / %(ut +20)? + V(uy +1,0) + 2umdx (2.22)
0

wobei 6 = const einen Parameter darstellt und wir die Substitution (2.6) beriicksich-
tigt haben. Fiir E() erhalten wir dann im Falle [ = 0 auch fiir @ > 0 wieder die
sogenannte Dissipationsungleichung EW) < —y fo u2,dz, sieche Abschnitt 3.3.

Fiir das volle Problem (P) jedoch ist die thermodynamisch korrekte Energie des Drah-
tes gegeben durch die innere Energie

1
. . . 1 .
ED(#) = BO(uy + 1,y + 11, 0) ;:/ o (e + 2l)? o+ el +1,6) + Sud,dr. (223)
0

Nach dem ersten Hauptsatz der Thermodynamik bleibt diese in einem abgeschlosse-
nen System erhalten, und dies gilt in (P) fiir [ = 0, denn dann gilt:

1
E® = / Uty + OUzy + Yol — 0,9 — 00, Vg + gz lipgrde
0

1
= / ut(Ux — WUgzrr + 'Yuxxt) + oUgt + "iaxx + 7“51& + ,U'utuxxxxdx
0
= k[0,]5 = 0. (2.24)

Der Dissipation (2.19) im isothermen Fall entspricht nun, dafi die Entropie

Y(t):=T(ug +1,0) := /1 n(t,z)dx = /1 —Wy(ug +1,0)dx (2.25)
0 0

des Drahtes entlang von Losungen (schwach) wichst, denn Integration von (2.9) liefert
) 1 1q )
0 0

Lo, 11 .
:/1/ (Z£)2da + 'y/ —(utz +1)%dz > 0. (2.26)
0 0 0 0

Den Effekt, dafl auch im Fall ¥ = 0 die Entropie (schwach) wichst, nennen wir dabei
thermische Dissipation. Mit (2.26) stellt nun Y fiir das volle Problem (P) (und auch
fiir [ # 0) analog zu E() im isothermen Fall mit [ = 0 eine Liapunov—Funktion dar,
worauf wir jedoch erst wieder in Kapitel 6 zuriickkommen werden. Dort werden wir
ferner nur den Fall [ = 0 betrachten, und sehen, daf} es hierfiir giinstiger ist, noch
formal die Liapunov—Funktion L = E® — T einzufiihren.

Im néchsten Kapitel beschéftigen wir uns nun zunéchst mit der fiir die weitere Arbeit
grundlegenden Frage der Existenz von Lésungen zu (Pg) und (P-).



3 Existenz und Eindeutigkeit

In Abschnitt 3.1 geben wir unter Verwendung der Pego—Transformation einen loka-
len Existenzbeweis fiir klassische Losungen zu (P,). AnschlieBend ist durch a-priori
Abschitzungen zu zeigen, dafl sich diese lokalen Losungen global fortsetzen lassen.
Ebensolche a—priori Abschéitzungen benttigt man auch fiir die globale Existenz von
Losungen zu (Pg), und insgesamt fithren wir diese nur in einem ersten Lemma in
Abschnitt 3.2 aus, da die ganz dhnlichen Abschétzungen fiir den Fall [ = 0 bereits
in einer Vielzahl von Arbeiten vorliegen, insbesondere in [Zhe95] fiir v = 0 und in
[HZ92] fiir v > 0.

Der in Abschnitt 3.1 vorgestellte abstrakte Rahmen wird dann in dem eingescho-
benen Abschnitt 3.3 dazu verwendet, fiir den isothermen viskoelastischen Fall mit
Grenzflichenregularisierung die Konvergenz von Losungen zu beweisen. In Abschnitt
3.4 notieren wir schliellich einen aus [Zhe95] entnommenen Existenz—und Eindeu-
tigkeitssatz fiir den nichtviskosen Fall. Die klassischen Losungen werden wir fiir die
Stabilitatsuntersuchungen in Kapitel 4 bené6tigen, und deshalb miissen wir im nicht-
viskosen Fall recht starke Voraussetzungen an die Regularitit der Anfangsbedingun-
gen stellen. Dagegen erhalten wir fiir (P,) auch bei schwéicheren Anfangsbedingungen
klassische Losungen. Dies zeigt eine ausgesprochene Glattungseigenschaft der viskosen
Démpfung, und der grundlegende Unterschied zwischen (Pg) und (P, ) liegt darin, daf
fir (P,) der Linearteil von (2.7) sektoriell ist und damit eine analytische Halbgruppe
erzeugt, fiir (Py) jedoch nicht.

Zuvor wollen wir jedoch eine einheitliche Schreibweise in Zusammenhang mit den
Randbedingungen (2.7c,d) festlegen. Wie in (2.8) bereits bemerkt erhalten wir sofort
Ugzrr(t,0) = 0 und Ugpe(t,1) = —I(t)/1, wobei diese Aussage Sinn macht fiir u €
H*(0,1) mit k& > 5. Bei entsprechender Glattheit der auftretenden Ausdriicke erhalten
wir ferner

ammm(ta 0) = ammm(ta 1) =0, (3'1)

denn es gilt

[0 p90:]e = — 0,V 990y — 0 (0= gguas + 0p Vool )0r — OV gbes
!

= ’{9:1::1::1: + a_mae(umt + l) + 9(0'65@ + 0-699_1) (umt + l)

und auf dem Rand sind alle unterstrichenen Terme gleich Null. Ferner beachte man
auch das Verschwinden von .. in £ = 1 im Falle [ =o0. Analog verschwinden
in diesem Falle auch 930 und 9%u in * = 0 und = = 1, sofern diese Terme hoher
Ableitungsordnung (punktweise) definiert sind. Dies wird in Kapitel 4 eine wichtige
Rolle spielen. Diese Dirichletrandbedingungen in © und Neumannrandbedingungen in
0 werden wir durch folgende Schreibweisen ausdriicken.
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Definition 3.1 Es bezeichne |« die grifite ganze Zahl kleiner oo. Wir definieren

Hp(0,1) = {u € H*(0,1) : uP(0) = u(1) = 0 fiir 1 = 0,2,....2 {%J}

H3,(0,1) = {0 € H(0,1): 6V(0) =0V (1) =0 fiir i = 1,3,...,2 EJ —1}.

3.1 Lokale Existenz und Eindeutigkeit fiir (P,)

Im viskosen Fall verwenden wir die bereits in Abschnitt 1.3.2 angegebene Pego—
Transformation, wobei wir 8 einfach beibehalten,

T 1 p€
P :/ urd€ —/ / urd€dx
0 0 JO

q = —p+ Vg,
0=20.

(3.3)

Die urspriinglichen Variablen v und u; erhalten wir wegen u(t,0) = 0 zuriick aus

1 x
uw) == [+ a©d wd ) = pila).
Ferner gilt
1 1 1
pe() = ug(x), wug(z) = ;(p +¢)(z), und /0 p(z)dx = /0 q(z)dz =0,

p und ¢ haben also insbesondere Mittelwert Null, und zusammenfassend notieren wir:

Lemma 3.2 Die Pego-Transformation (u,u,0) — P(u,u,8) = (p,q,0) ist ein Iso-
morphismus zwischen den Hilbertrdiumen

HEM(0,1) x Hy1(0,1) x HR(0,1)  und  Hpy ,(0,1) x Hy ,(0,1) x Hy(0,1),
wobei das zusdtzliche Subskript a den Untervektorraum mit Mittelwert Null bezeichne.

Das System (2.7a,b) transformiert sich nun wie folgt; zunéchst gilt

T 1 €
bt :/ ugd€ — / / updédx
0 0 Jo

_ / : oty +1,0)e — plt+ €D paze + Y0 + ED)gor — €L dE

&1 .
/ / ux + l 0 (u + §2l)mazaraz + 7(u + §2l)azazt - §2l dEQ d§1

oS0+ 0 +10) = B+ s+ 700+ (5 = 570 = 00)

Dabeli stellt )
1
om(t) :/0 a(;(p—i—q) +1,6)d¢



28 3. EXISTENZ UND EINDEUTIGKEIT

die mittlere elastische Spannung im Draht dar und sorgt fiir die Projektion auf den
Unterraum mit Mittelwert Null. Weiter gilt

qt = — Pt + YUt
1 " 11,

== 0(CW+ @) +1L0) + 20+ @az = VPaz = (5 = 52°) + om(D) + VPr

1

(

1 1 .
; D+ Qax— (= — —x2)l + o (t).

1
:—0(;(p+q)+l,9)+ 5 5

Wenn wir nun noch oBdA ¢, = 1 annehmen, so erhalten wir insgesamt

g (P D (%(p+q)+l6)—am+(%—%m2)["
-1 « +BAA| ¢ | = a(%p+q)+l9)+am—(%—%x2)g (3.4)
0 0 009(L(p + q) +1,0) (Do + 1) + V(Paw + 1)?
mit
L4y £ 0 -2 0 0
B = £ L0 und  Ap = 0 -9 o0 ,
0 0 & I

und die Rand— und Anfangsbedingungen transformieren sich mittels p, = u; und
Gz = —Pz + YUgz 21

pm(ta 0) = pm(ta 1) = qg:(t’ 0) = Qm(t’ 1) =0,

Jo pdx = [y adz =0, (3.52)
Bo(1,0) = 0,(£,1) = 0
(p(07 ')7 Q(07 ')7 0(07 )) = (p07 q0, 00) = P(’U,Q, uy, 0) (35b)

Lemma 3.3 Es seien po, qo € H]‘r{ha(O, 1) und 6y € H%(0,1), sowie l € C3([0,0), IR).
Dann besitzt die Anfangsrandwertaufgabe (3.4), (3.5) eine lokale Lisung
(P, 0) €C([0,T); HY (0, 1) x HY 4(0,1) x H{/(0,1))
NC((0,T); Hy,q(0,1) x Hiy 4(0,1) x HX/(0,1)) (3.6)
NCH(0,7); HY4(0,1) x HY,(0,1) x H'(0,1))

mit einem T > 0, sodaf (3.5b) erfiillt ist in H3(0,1) x H3(0,1) x H%(0,1), und (3.4)
klassisch fir0 <t <T.

Beweis. Wir setzen z = (p,q,0), A = BAa, bezeichnen die rechte Seite von (3.4) als
[(2) = (f1(2), f2(2), f3(2))T und behandeln (3.4) in der Terminologie von [Hen81] als
abstrakte nichtautonome parabolische Gleichung

2+ Az = f(t, z) (3.7
z(0) = zo = (po. g0, b0) (3.8)

auf dem Banachraum

X = H}0,1) x HL(0,1) x L*(0,1).
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Zunichst wollen wir [Hen81], Theorem 3.3.3 anwenden, und dazu ist zu zeigen, daf
A mit

D(A) = H}4(0,1) x HR ,(0,1) x H{(0,1) € X (3.9)

ein sektorieller Operator ist und dal f : U — X, (t,z) — f(¢t,z) wohldefiniert,
lokal Holder—stetig in ¢t und lokal Lipschitz—stetig in z ist, mit U offene Teilmenge
von IR x X%, 0 < a < 1, wobei die Rdume X weiter unten charakterisiert werden.
Wir setzen ¢p(r) = cos(kmz) und haben ausgehend von der L?-Orthonormalbasis
(¢k)k=0,1,... von Eigenfunktionen von —0? mit Eigenwerten )\, = k272 die folgende
Charakterisierung der Réume HR}(0,1), m > 0,

Hy(0,1)={p= ch cos(kmz) : ||p||?, = Z ke < 0o} (3.10)
k=0 k=0

Dabei gilt ¢y = 0, falls wir Hy (0, 1) betrachten. Es sind die Eigenfunktionen von A
offensichtlich von der Form

Z](gj):y(j)COS]{?ﬂ'w, k:0717"'7 ]:1,273bzw3:3furk:0

mit ) Eigenvektor von B zum Eigenwert Bj, wobei

1
ﬁ1,2=%i§ v —4p  und B3 =k,

und wir uns die Eigenvektoren y) der Einfachheit halber orthonormiert denken bzgl.
des Skalarprodukts (z,y) = x - § auf dem €™ x €". Dabei ist wichtig, dafl der Raum
fiir  und die Réume fiir p und ¢ im Linearteil A von (3.7) entkoppeln, daf also gilt

y D =V 08,0, y® =@ 07,00 ud P =(0,0,1). (3.11)
Die zugehorigen Eigenwerte von A sind gegeben durch
M =ik, A = Bk wnd AP = gikPn2,

Da 1, B2, 33 alle Realteil grofier Null haben und die Eigenfunktionen z,gj ) cine Basis
von D(A) C X darstellen!, erhalten wir, daf§ die Resolventenmenge von A den Sektor

So7¢:{)\:¢§|arg()\)|§7r,)\7&0} mit ¢ = (
enthilt, vgl. Abb.3.1. Dabei beachte man, daf} stets gilt arg(;) = —arg(f2) < 7/2,

wobei tatsichlich arg(3;) = 0, falls 42 — 4 > 0. Ordnen wir weiter die yY) in einer
Matrix M = (y(l),y@),y(?’)) an, so konnen wir die Diagonalisierung von A explizit

+ arg(51))

N |
2o

'vgl. Lemma (A.6), das wir in Abschnitt 4.1.1 bendtigen, hier ist die Aussage jedoch offensichtlich
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Re X

4617‘1’2

Abbildung 3.1: Das Spektrum von A und der Sektor S, 4 (schraffiert)

aufschreiben als

M A®) .
A= M (g M
A2

AP

=:D

mit M7 = M~ = diag (1, M, MH . ..), wobei M = M™. Die eingefiigten Klam-
mern sollen den Unterschied zwischen der skalaren ersten Zeile und den weiteren
3 x 3-Block—Zeilen verdeutlichen, Leerplitze stehen iiberall fiir Nullen. Analog erhal-
ten wir
)\—1
(A=A
(Ad—A)~' =M (A=A~ M7 (3.12)
(A=A

—(Ald—D)-1
und es folgt (beachte ||M||£(12712) = max{1l, |[M||z(rs rs)} = 1 da |[[M|[z(rs,rs) = 1)
())—1 : 1 ¢
0 = 47Dl =sup({A = AT k=12 =123 U A D <

fiir ein C > 1 fiir alle A € Sp, ¢, womit insgesamt folgt, dafl A sektoriell ist. Weiter
erhalten wir mittels der Spektraldarstellung von A die folgende Charakterisierung der

Operatoren A%; es sei z = o~ clgj)zlgj), dann ist

Z_Aazck Zk _Z()\Lj)) CLJ)Z](CJ)7

k=0
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und nach Definition X® = {z € X : A%z € X} erhalten wir damit fiir o« = 7/8 (diese
Wahl ist insofern willkiirlich, als dafl o € (%, 1) im folgenden geniigt)

XT/8 = H\7H0,1) x HLH(0,1) x H(0,1).

Dies kénnen wir wegen (3.11) fiir die einzelnen Faktorrdume von X getrennt be-
griinden, wobei die Multiplikation mit den festen Eigenwerten §; sowie mit 72 keine
Rolle spielt. Ferner verwenden wir implizit die Poincaré—Ungleichungen, was wir ins-
gesamt durch Konstanten C' ausdriicken, und erhalten

(L2(0,1))7/3 def ch¢k cI?- 39%)7/86”%2 < CZ((k2)7/80k)2 < o0}
k=0 >

=k7/2c2
@19 47710, 1),
(H0 ) =(p =3 exdn € HL < (027 5pl3 < O SR er)? < o)
—_—
k=1 k=1 —
_H11/4(O 1,

(und durch analoge Rechnung folgt auch (3.9)). Die Wahl von X erklédrt sich nun
durch die speziellen Eigenschaften der Nichtlinearitdt f wie folgt. Da f3 die gleiche
Ableitungsordnung p., wie der Linearteil A enthélt, mufl der Raum fiir 6 geeignet
schwécher als der Raum fiir p gewéhlt werden, damit f wohldefiniert ist. Dies ist hier
moglich, da die Gleichung fiir 6 im Linearteil von den beiden anderen entkoppelt. Fiir
p und ¢ muf} der gleiche Raum angesetzt werden, da die Gleichungen fiir p und ¢ im
Linearteil mit gleicher Ableitungsordnung gekoppelt sind. Sei nun z = (p,¢,6) € X /8
dann ist p,, € H**, und nach Satz A.1 (i) (n = 1,p = 2,m = 3/4) folgt p,, € L*(0,1)
(und tatséichlich sogar p,, € C%/4[0,1]). Damit ist (py,+1)%> € L?(0,1) wohldefiniert.
Da ferner die Einbettung H%/4(0,1) — L*(0,1) stetig ist (sogar kompakt), ist ( die
polynomiale Abbildung) p,, — p2, lokal Lipschitz-stetig von H*/*(0,1) nach L?(0, 1).
Die Wohldefiniertheit aller anderen Terme in f sowie die lokale Lipschitz—Stetigkeit
von f in z als Abbildung von X7/® nach X folgen schlieBlich aus den Einbettungen

6 € H'/4(0,1) — CV40,1) p,q € H'4(0,1) — C>/4[0, 1] (3.13)

und der lokalen Lipschitz—Stetigkeit von o und oy. Entsprechend folgt die lokale
Holder—Stetigkeit in ¢ aus (3.13), aus der lokalen Lipschitz—Stetigkeit von o und oy
und aus [ € C3(0, ).

Damit existiert nach [Hen81], Theorem 3.3.3 eine Zeit 7" > 0 und eine lokale Losung
(p.g,0) € C([0,T); X*) N C((0,T); D(A) NCH(O,T); X)), (3.14)

sodaf} die Anfangsbedingungen gelten und (3.7) erfiillt ist als Identitét in X. Ferner
gilt nach [Hen81], Theorem 3.5.2 die hohere Regularitit z € C1((0,7); X") fiir 0 <
n < 1, also

(p.q,0) € CH((0,T); HY 4(0,1) x HY ,(0,1) x HZ/(0,1)) (3.15)
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fiir z.B. n = 1/2, und z ist lokal Holder-stetig mit ||z||x» < Ct*~"~1. Wir erhalten
nun die in Lemma 3.3 behauptete Regularitit von p, ¢ und @ mittels folgender Uber-
legung. Es gilt (p,q,0) € C((0,T); D(A) = H} ,(0,1) x H} ,(0,1) x H3(0,1), und
mit den analogen Einbettungen wie (3.13) folgt

f€C((0,T) x D(A); Hy ,(0,1) x Hy;,(0,1) x H'(0,1)). (3.16)
Mit (3.15) und (3.16) folgt nun

s Az(t) = F(82(0)) — 5(1) € CUO.T): H g 0.1) x H,(0.1) x H'(0.1)
und damit
2= (p,q,0) € C((0,T); Hy4(0,1) x Hy 4(0,1) x H}(0,1)),

und mit diesem ,,bootstrap—Verfahren* ist das Lemma bewiesen. O

Bemerkung 3.1 Aus dem Beweis geht hervor, dal wir bei der Formulierung von
Lemma 3.3 noch Regularitit verschenkt haben, da (p, ¢, 0); tatséchlich sogar Holder—
stetig nach X" abbilden, sowie dal wir mit den schwicheren Anfangsbedingungen
(Po, qo, 00) € X7/® statt (po,qo,f0) € D(A) auskommen. Wir werden dieses Resul-
tat, das durch geeignete Wahl von «,n und X noch verbessert werden kann, nicht
verwenden, sondern belassen es bei der einfacheren Formulierung in Lemma 3.3.

Um im néchsten Schritt die globale Existenz von Losungen zu erhalten, reicht es nach
[Hen81], Theorem 3.3.4 zu zeigen, dafl

12158 = @G0 + a0 + 10074
fiir alle endlichen Zeiten ¢ beschrénkt bleibt. Wir kontrollieren dazu

1Pl + lal 7z + 101172 > 10100 + llal[Faa + 101574,

denn wegen Lemma 3.2 kénnen wir diese a—priori Abschétzungen auch in den intui-
tiv besser zuginglichen urspriinglichen Variablen u, u:, @ durchfithren, und es reicht,
Abschétzungen fiir

[lallra + el 72 + 1101172
zu gewinnen. Dies bezeichnen wir als verallgemeinerte Energieabschiatzungen. Dabei
haben wir die Schreibweise ||u||x fir ||u(t,)||x verwendet, und sofern klar ist, welches
t wir meinen, benutzen wir diese Schreibweise auch im weiteren. Ferner bezeichnet ||-||
stets die L?(0,1)-Norm, alle anderen Normen werden entsprechend gekennzeichnet.
Zuvor notieren wir noch den lokalen Existenzsatz in diesen urspriinglichen Variablen,
und versichern uns der Positivitdt von 6 auf [0,7") x [0, 1].

Satz 3.4 Fiir (uo,u1,00) € H$(0,1) x H3(0,1) x HZ(0,1) und I € C3((0,00),IR)
besitzt (Py) eine eindeutige lokale Lisung
u eC([0,T); HH(0,1)) N C((0,T); H?(0,1))
NCH((0,T); Hp(0,1) N CH((0,T); Hp (0,1))
NC?((0,T); Hp(0,1)) (3.17)
6. C(0,7); Hy(0,1)) N C((0,T); Hy (0,1))
NC'((0,7); H'(0,1))
fir ein T > 0, sodaff (2.7a),(2.7b) klassisch erfiillt sind fir0 <t <T.
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Lemma 3.5 Solange die Lisung existiert, d.h. fir alle (t,z) € [0,T) x [0, 1] gilt
0(t,x) > 0. (3.18)
Beweis. Auf (0,7)x[0, 1] erfiillt  die unter Verwendung von og(u;+1,0) = W1 (us+1)
in 0 lineare, gleichméifig parabolische Gleichung
KOy — by + 0 U1 (uy + 1) (uge + l) —y(ugz + l)
—h(t,z)

Die Behauptung folgt nun durch Anwendung von [PW67], Kapitel 3, Theorem 7
auf —f unter Beachtung der ebendort anschlieBenden Bemerkung (ii), welche die
in manchen Formulierungen des Maximumsprinzips notierte zusétzliche Bedingung
h > 0 eliminiert. O

3.2 Zur globalen Existenz, (P;) und (P,)

Ebenso wie fiir (P,) ehilt man auch fiir (Pg) zunéchst lokale Losungen, und durch
globale a—priori Enegieabschéitzungen ist zu zeigen, dafl sich die lokalen Losungen
global fortsetzen lassen. Diese a—priori-Abschitzungen sind, jeweils fiir [ = 0, in
[Zhe95] fiir den Fall v = 0 durchgefiihrt, sowie fiir den Fall v > 0 und ¥ in der
Form (2.10) in [HZ92]. Das unten folgende Lemma zeigt, —es entspricht Lemma 4.2.2
aus [Zhe95], respektive Abschnitt 2, Schritt (ii), in [HZ92], daB es sich im Fall [ # 0
prinzipiell um die gleichen Rechnungen handelt. Deshalb betrachten wir hier nur
diesen ersten Schritt, der sowohl fiir (P, ) als auch fiir (Pg) die globale Beschranktheit
von ||ul|gz + |0]|1 und damit insbesondere die von ||uy||re liefert, um zu zeigen,
was sich im Fall [ # 0 prinzipiell &ndert, sowie welche Rolle die Bedingungen (H3)
und (H4) spielen. Fiir (Pg) denken wir uns dabei eben v = 0. Wie iiblich werden wir
diverse von g, u1, 00,1, 1,1 und von T, nicht jedoch von 0 < t < T abhéngige positive
Konstanten mit C' bezeichnen.

Lemma 3.6 Zu T > 0 beliebig existiert ein Cp > 0, sodaf$ fiir 0 <t <T gilt

t

[loael |2 + [zl * + ||l + 1161121 + %/ |wz|[Pdr < Or (3.19)
0

||uz||Lee < C7 (3.20)

Beweis. Es folgt (3.20) aus (3.19) nach Sobolev. Um die erste Aussage zu beweisen,
testen wir zunéchst die Impulsbilanz mit u, und erhalten

0 :// u(utt + 2l — Yuigy + Pl — OV (ug + 1) + Wh(uy + l))x)dx dr

t rl t rl
:[/ uutdw] // fdwdT—F// zludx d7'+’y// Uy Ut dr dT
0J0
+,u// u? dde—i—// Uy ( 9\11/+\If/)d.%'d7'

t
S// urde dT+// \xlu\dm dT+|:/ |uu|da dT:| . (3.21)
0o 0.Jo 0 0
@ @
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Wir schétzen nun die Terme (O) und (2) unter Verwendung der Ungleichungen von
Young, Holder und Poincaré ((A.1) und (A.2)) wie folgt ab:

t pl 1 ftt. ¢
O< g wide dr + — *dw dr < £ [tz ||? + Cdr (3.22)
2 JoJo 4p Jo Jo 2 Jo

1 1
@SC—HS/ uf(t,x)dm—i—%/ u?(t, z)dx
0 0
2

<O+ 6llu?+ /1< (0, a:)+/tut(7',:v)d7'> dx

<C—|—5||ut||2+C// 2dx dr. (3.23)

Als néchstes testen wir die Impulsbilanz mit u; und addieren die Energiebilanz,

= // ug (ue + 2l — Yigr + fgazs — (0 (ug + 1) + U (uy + 0)z)
0Jo

+ e(8) O — KOy — O(uge + DV, (ug + 1) — Y(uge + 1)?da dr
N——

>C1nach (H3)

1 . ! t
& |51l + Sl + Call6]] +7/ [t |*dr
2 2 o Jo

t 1 ) )
+ // U OV (ug + 1) +(uge + )W (ug + 1) — 105 (ug + 1)

— Oug V' (ug + 1) =010 (uy + )da dr
N—————
@

t rl t rl
< // zlupdx dT—l—’y// (Ut +l)2dx dr (3.24)
0J0 0J0

® ®

Es kiirzt sich (3 gegen (@), und dies ist einer der entscheidenden Tricks bei der hier
verwendeten Methode, sieche Bemerkung 3.2. Wie oben schétzen wir weiter (5) und (6)
ab zu

t 1
®<C+ // uldxdr, (3.25)
0Jo

e _ v [t
< = // ur, + Pde dr < C + = // ur dz dr. (3.26)
2 JoJo 2 JoJo

Wir addieren nun (3.21) und (3.24), was zunéchst natiirlich nur in den hier betrachten
dimensionlosen Grofien erlaubt ist, da (3.21) im zugrunde liegenden physikalischen
Problem die Einheit m3s~! hat, wohingegen (3.24) die Einheit m3s~2, vgl. Bemer-
kung 2.6. Im physikalischen Sinne addieren wir also z.B. (3.21) und s:(3.24). Unter
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Verwendung von (3.22),(3.23) und (3.25),(3.26) erhalten wir damit
S 2. £ 16 [ fuasl P
(3 =M@+ G lluae Ol + NG + 5 | e dr

t
+ 2llusl P+ [ e (7) P
2 2 Jo

//0 —l\I/’ ux—i-l) (uy — )W (ux—i-l) (g + 1) (ux—i-l)dxdT
®

§C+C// u?dm dr. (3.27)
0Jo

Da wir hier wie in der gesamten Arbeit annehmen, daf [, l und [ unabhéngig von ¢
beschrénkt sind, gilt nun nach (H4) (siehe Seite 19) (u; — )W (uz +1) > —C sowie
(up — )Wh(uy + 1) > Clug| — C und darum

®=>-Co, > Clug| - C (3.28)

Ferner kénnen wir (9 = %\112 (uz + 1) in der Zeit integrieren zu

t

/Ot/ol(um + D) Wh(up + 1)dz dr = Uol Wy (uy + l)dac] - (3.29)

und wiederum mit Wo(u, +1) > Coluy, + 1| — C3 > Calu,| — C erhalten wir schliefilich

1 u g v [t .
(——5)!\Ut\!2+—\!um\!2+—HuxH2+—/ llue|[*dr + C1116)]| 1
2 2 2 2 J

t pl
§C+C// u? + 0dx dr.  (3.30)
0J0

Die Behauptung folgt nun bei Wahl von § < % mittels des Lemma von Gronwall,
sieche Anhang. O

Bemerkung 3.2 Wir notieren folgenden grundlegenden Unterschied zwischen den
Féllen | = 0 und [ # 0. Im ersteren Falle ist (3.19) eine unmittelbare Konsequenz der
Energieerhaltung, und es geniigt, nur die Impulsbilanz mit u; zu testen. Man erhélt

0= / / ut(utt - U(ux + lv 6)1‘ + pUzrrr — 'Yuxxt)dx dr
o Jo
1.9 H 2 ! bt 2
= §Hut || + §HumH + ) o(ug + 1, 0)ug, + yui,dx dr,
0
und mit e = ¥ — Wy gilt

// o(ug +1,0)ug, +7utmdxd7 = // o(ug +1,0) (u + [ )+7(utx +l) dxdt
=0

d
:/0 /0 %e(ux—i-l,e)dT dx

_ /1 e(ug(t, ) +1,0(t,2))dx — C.
0
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Aus (H3) und (H4) folgt
e(ug +1,0) = Wo(0) — 0VL(0) + Vo (uy +1,0) > C(lug +1| +0) — C, (3.31)

und damit folgt insgesamt

1
Sl +5 HumW + Ci[Juzllr + 110]]21) < Co (3.32)

mit C1,Cs nur abhéingig von den Anfangsbedingungen, jedoch nicht von 7. Mit an-
deren Worten ist der Vorwiértsorbit

7+((u07 u1,6p)) = U(u(t)v w(t),6(t))

t>0

beschrinkt in H2(0,1) x L?(0,1) x L*(0,1), wenn wir nicht am rechten Rand ziehen.
Eine Aussage wie (3.32) kénnen wir im Fall [ # 0 natiirlich nicht erwarten, und die
Schwierigkeit beim Beweis von Lemma 3.6 liegt darin, dafl wir

// utmaux—l—l9)—{—7(utx—|—ldxd7'—// ux—i—ZH)dach

nicht einfach in der Zeit integrieren kénnen. Stattdessen miissen wir die Faktorisierung
(2.14) sowie (3.21) beniitzen, um den stérenden Term (a) zu kontrollieren.

3.3 Isothermer viskoser Fall mit Grenzflichenenergie 1

Fassen wir 6 als Parameter auf, so erhalten wir folgende isotherme viskoelastische
Impulsbilanz mit Grenzflichenregularisierung zuziiglich Randbedingungen,

g = 0 (g + 1, 0) Uy + Ytgr — PlUgras — :ci, (3.33a)
u(t,0) = u(t,1) = uze(t,0) = ugy(¢,1) =0, (3.33b)

und Anfangsbedingungen u(0,z) = ug(x), u(0,2) = ui(x). Wir skizzieren zunéchst
noch einmal einen Existenz—und Eindeutigkeitssatz fiir dieses Anfangsrandwertpro-
blem unter Verwendung der Pego—Transformation, wobei sich im Vergleich zu Ab-
schnitt 3.1 ein wesentlicher Unterschied ergibt. Als zugehérige Gleichung in (p,q)
erhalten wir nun

d(p p\_ [ oGo+a)+1,0) —om+(5—32) |
E<q>+DAA<q>_<_U(1( Q)—l-lH)—i-am—(G%—Q%xz)f = f(t.p,9)
(3.34)
5+ -5 —32 0
D=1\ 7 Y ] und Ap = v 3.35
< 5 5 ) . < 0 -2 ) (3.35)

sowie die entsprechenden Rand—und Anfangsbedingungen. Da nun in der Nichtlinea-
ritéit keine Ableitungen mehr auftreten, kénnen wir als ,,Grundraum® X = L? x L?
verwenden. Wir erhalten dann D(A) = H]2V7a(0, 1) x H]2V7a(0, 1), und wahlen oo = 1/2.
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Dies liefert X® = H(0,1) x H!(0,1), und mit den analogen Einbettungen wie
in Abschnitt 3.1 folgt wiederum, dafl f lokal Lipschitz und lokal Holder ist von
[0,00) x X'/2 nach X. Der Punkt dabei ist, daB analog zu (3.32) fiir (po,qo) € X/

und { =0 der Vorwirtsorbit beschriinkt ist in X!/2 respektive die Losung (u, uy)
in H?(0,1) x L*(0,1). Damit werden wir dann die Relativkompaktheit von Orbits in
H?(0,1)x L?(0,1) erhalten. Ferner ist fiir [ = 0 die freie Energie (mit # als Parameter)

1
. 1
EWV (ug + Lug + fo ,0) = /0 §u? + U(u, +1,0) + guixdx, (3.36)

eine Liapunov-Funktion auf dem aus dem Phasenraum C := H#%(0,1) x L?(0,1) und
der Familie

{S(t;1,0) : C — C, (ug,u1) — S(t)(ug,ur) = (u(t),u(t)), t >0} (3.37)

nichtlinearer Abbildungen gebildeten dynamischen System, denn es ist E(/) (+,0) stetig
auf C und wie in (2.19) gilt mit partieller Integration

1
E(f) = / ut(ae(um + la H)U:B:v + YUtgr — Mu:v:m::v) + J(ux + l, a)umt + ,U/ummu:v:vtdx
0

v 1
= —5/ ur de, (3.38)
0

woraus wir insgesamt weitreichende Aussagen iiber die Asymptotik von Loésungen
erhalten. Dies zeigen wir jetzt im einzelnen, wobei sich die topologischen Begriffe
wie Konvergenz oder Stetigkeit auf die H2(0,1) x L?(0,1)-Norm-Topologie von C
beziehen.

Zunichst gehen wir wie im Beweis von Lemma 3.3 vor, —mit den entsprechenden
Anderungen die Rdume betreffend, um fiir (po, qo) = P(uo,u1) € H'(0,1) x H'(0,1)
die Existenz einer lokalen Losung
(p.a) € C([0,T); Hy(0,1) x Hy(0,1)
NC((0,T); HY 4(0,1) x HY;4(0,1))
NCH(0,T); Hy(0,1) x H,g(0,1))
mit einem T > 0 zu zeigen. Es ist dann (3.33) erfiillt fiir 0 < ¢t < T als Gleichung in
L2(0,1).
Im ersten Schritt erhalten wir dabei mit [Hen81], Theorem 3.3.3
(p.q) € C([0,T7): Hy(0,1) x Hy(0,1))
NC((0,T); Hya(0,1) x HY 4(0,1))
NCYH(0,T); L?(0,1) x L*(0,1)).
Als nichstes folgt die hohere Regularitit (p,q) € C1((0,T); HL(0,1) x H}(0,1)) mit
[Hen81], Theorem 3.5.2. Da wiederum f lokal Lipschitz ist in z = (p,q) und lo-

kal Holder in t von (0,7) x D(A) nach X'/2 = HL(0,1) x H}(0,1), folgt mit dem
,,bootstrap—Verfahren*

t = Az(t) = f(t,2(1)) — 2(t) € C((0,T); Hy (0,1) x Hqg(0,1))
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und damit z € C((0,7); H]?{,,G(O, 1) x H]‘(iﬁa((), 1)), was zu zeigen war. In den urspriing-
lichen Groflen erhalten wir damit unter Verwendung von Lemma 3.2 und mit den
unten folgenden a—priori Abschitzungen wiederum:

Satz 3.7 Fiir (ug,u1) € H?(0,1) x L%(0,1) existiert eine eindeutige globale Lisung

ue  C([0,00); HH(0,1)) N C((0,00); Hp(0,1))
N C*([0,00); L2(0,1)) N CL((0,00); H%(0,1)) (3.39)
N C%((0,00); L*(0,1)),

sodaf8 (3.33) erfiillt ist fiir t > 0 in L?(0,1).

Um zu zeigen, daf3 die erhaltene lokale Losung global fortsetzbar ist, miissen wir dabei
(0, )| x1/2 = ||, )| gt kontrollieren, und hierzu geniigt es ||(u,ut)||g2xr2 a—
priori abzuschétzen. Hier beschrinken wir uns auf den Fall [ = 0, der das fiir uns
wesentliche Resultat liefert, der allgemeine Fall ist analog zu Lemma 3.6. Fiir den
Rest dieses Abschnitts sei also I beliebig aber fest. Dann gilt, vgl. Bemerkung 3.2,

t 1
0= / / ut(utt - U(ux +1, 0)1‘ + WUggzr — 7u$mt) dx dt
0 JO

1 ¢ t 1 ) t 1 .
= —|||ue|| + p||vge —i—’y//uxdde—i—//auJ;—i-l,H Uty + 1 )dx dr,
5 Ul + plfuaz ] ) - ( ) (uy \:O,)

und mit o(uy; + 1, 0)ug, = %\I’(ux +1,0) folgt

t 1 1 ¢
/ / oupdr dr = [/ U(u, +1,0) dx} ,
0 Jo 0 0

>Ch ‘uz‘f’l‘*CQ

und insgesamt

1 t 1
llull + Sllusel P4 [ [ uddadr + s
0 JO
1 2, M2 2 ! —
< Slluall® + Sl10zuoll” + | W(uo +1,0)dz + Ca + Cifl] =: C.
0

Also ist ||(u, ue)|| g2 2 < C, respektive
[1(p(t),q(t)||x1/2 < C fiir alle t > 0, (3.40)

und wir wollen [Hen81], Theorem 3.3.6 anwenden, um zu zeigen, daf8 die nach (3.40)
in X'/2 beschriinkten Orbits relativkompakt sind. Hier greift der zweite wesentliche

Unterschied zum thermoelastischen Fall, ndmlich daf8 der Operator A : D(A) — X

in (3.34) keinen Nulleigenwert mehr besitzt, denn die Eigenwerte )\,(cl)’@) und Eigen-

(1),(2)

vektoren z, von A sind nun gegeben durch

o) =y cos(hra), A = B0k, k=1,2,...
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Damit existiert die Inverse A~! : X — D(A), und ist bei analoger Rechnung wie in
Abschnitt 3.1, nun mit M = (y(l),y@)), gegeben durch die Spektraldarstellung

At = diag(M, M, .. )diag(AM) "1, A2)=1 aAM)=L diag(MH MH L),

vgl. (3.12), sodaB ferner A~ kompakt ist nach Lemma A.5.

Mit [Hen81], Theorem 3.3.6 folgt nun, daB fiir alle (po,qo) € X'/ der Vorwiirts—
Orbit v ((po,90)) = Usso(@(t),q(t)) relativkompakt ist in X'/2, und damit auch
v+ (g, u1)) in H2(0,1) x L2(0,1). Nach [Hen81], Theorem 4.3.3 folgt daraus weiter,
daBl die w-Limesmenge

w((up,u1)) = {(v,w) € C :3 eine Folge (t,)nen mit ¢, — o0
so dafl ((u(ty),ut(ty)) — (v, w) fiir n — oo}

von (ug, u1) nichtleer und invariant, sowie kompakt und zusammenhéngend beziiglich
der H?(0,1) x L?(0,1)-Norm-Topologie ist, mit ferner

(), w(8)) — (0, ur))] g2 g2 — 0 fir £ — 0o, (3.41)
Dabei heifit eine Menge K C C (positiv) invariant, wenn gilt
V(ug,u1) € K gilt:  S(t)(up,u1) = (u(t),u(t)) € K ¥t > 0.
Als néchstes definieren wir die Menge

B := {(v,w) € H*(0,1) x L*(0,1) :

EY (8,0, w,0) := limsup %(E(f)((S(t)(@Cv,w),H) — ED (9,0, w,0)) = 0}
t—0+

der bzgl. des durch die Familie {S(¢) : t > 0} erzeugten Flusses stationéren Punkte
der Liapunov-Funktion E() (- ), und es sei

M = die maximal invariante Teilmenge von B, (3.42)

d.h. Y(ugp,u1) € M gilt (u(t),u(t)) € M fiir alle t > 0, und M ist bzgl. der Men-
geninklusion maximal unter den invarianten Teilmengen von B. Damit gilt gerade
(wobei wir also ab hier wieder die gegebenen festen Parameter 6 und ! mitfithren)

M = G(0,1) x {0} mit G(0,1) := Menge der stationéren Losungen von (3.33),

denn sei (ug,u1) € M, so folgt

. 1 (A1) 1
0= EU) (uy(t), ue(t),0) = —/ urdr < —/ urdx < 0 fiir alle t > 0,
0 0

und damit u; = 0. Nach [Hen81], Theorem 4.3.4 gilt nun

u(t) — G(0,1) fiir alle (ug,u1) € H*(0,1) x L*(0,1). (3.43)
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Wenn wir nun noch annehmen, daf8 G(6,1) in H?(0,1) eine diskrete Menge ohne
Haufungspunkte ist, daf3 also die Losungen der nichtlinearen Randwertaufgabe

U(ur +1, 9)1 — PUgzar = 0, (344&)
u(0) = u(1) = gz (0) = ugze(1) =0, (3.44b)

isoliert liegen in H?(0,1), d.h.
Vi € G(6,1) 30 >0, sodaB By y) (@) NG(6,1) = {u},

so folgt insgesamt, dafl zu beliebigen Anfangsbedingungen (ug,u1) die Losung u(t) in
H?(0,1) gegen genau eine Losung des stationsiren Problems konvergiert.

Es bleibt die Frage, welches @ € G(0,1) in Abhéngigkeit von den Anfangsbedingun-
gen angestrebt wird. Beziiglich der trivialen Losung @ = 0 geben wir eine Antwort
in Unterabschnitt 4.4.1. Dort notieren wir (als Spezialfall des temperaturabhéngigen
Problems (P)), unter welchen Voraussetzungen an [, und (ug,u1) @ = 0 exponen-
tiell stabil ist. Das allgemeinere Konzept der Suche nach (nichttrivialen) stationéren
Losungen von (3.33), die Minima der freien Energie in H?(0,1) darstellen, greifen
wir dann in Abschnitt 5.5 wieder auf, und fassen schlielich die Ergebnisse fiir das
isotherme System in Abschnitt 5.6 zusammen.

In Kapitel 5, siehe insbesondere Bemerkung 5.6, werden wir ferner die Annahme
motivieren, daf} die Elemente der i.a. sehr komplizierten Menge G(0,1) isoliert liegen
in H?(0,1). Allerdings werden wir dies auch dort nicht allgemein beweisen, sondern
nur, dafl die spezielle asymptotisch stabile nichttriviale stationére Loésung, die wir in
Abschnitt 5.5 betrachten, isoliert liegt.

3.4 Existenz und Eindeutigkeit ohne Viskositét

Durch Ubertragung von Satz 4.2.1 aus [Zhe95] auf die Randbedingung u(t,1) = I(t)
erhalten wir folgenden Globalen Existenzsatz fiir Losungen zu (P) im Fall v = 0.

Satz 3.8 Es seien (ug,u1,00) € H°(0,1) N H(0,1) x H3(0,1) x H3(0,1). Dann
besitzt (Py) fiir beliebiges T > 0 eine eindeutige Lisung

u e C°([0,7); H>(0,1) x H3(0,1)) N CY([0,T); H3,(0,1) N C2%([0,T); H'(0,1))
0 € C°([0,T); Hy(0,1)) n C'([0,T); H'(0,1)),

sodafs (2.7a),(2.7b) klassisch erfillt sind fir t > 0. Ferner gilt 0(t,x) > 0 fir alle
(t,z) €[0,T) x [0,1].
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Der Beweis ist analog zu dem in [Zhe95], deshalb skizzieren wir nur die wesentlichen
Schritte. Es seien My, My zwei positive Konstanten, und

u(0,z) = up(z), ut (0, 2) = ui(x),0(0,2) = Oy(x),
0(t,z) > 0 fiir (¢,x) € [0,h] x [0,1]

tgl[%(HU(t)HHS Hlue @) s + e (@)llgn) < Mo,

tren[%(IIH(t)IIHS +110:(t)]|71)

h
+ [ VO + 18 + l1uldr < 211}
0

mit einem zu bestimmenden h > 0. Fiir (i,0) € X,(My, M;) betrachten wir die
linearen Hilfsprobleme

Uy + filigpee = [0(Tig + 1,0)]e — xl (3.45)
co(0)0; — K0z — 00p(Tig + 1, 0) (ige + 1) = 0, (3.46)

wieder mit den zugehdrigen Anfangs—und Randbedingungen.

Fiir die u-Gleichung (3.45) setzen wir H = H'(0,1),V = H3(0,1) und A = 0% :
D(A) = (H?(0,1) N H}(0,1)) — H. In H betrachten wir nun wieder die Orthonor-
malbasis ¢ (z) = sin(krz), k= 1,2,... von Eigenfunktionen von A. Die zugehoérigen
Eigenwerte sind A\, = 7n*k?*, und es folgt, da der selbsadjungierte strikt positive
Operator A auf V die symmetrische koerzitive Bilinearform

a(u,v) =< Au,v >

induziert. Dabei bezeichnet < -,- > das Dualitdtsprodukt in V. Bezeichnen wir
weiter die rechte Seite von (3.45) als f(t,z), so gilt wegen (4,0) € Xp(Moy, M)
f € HY([0,h]; H'(0,1)), und unter Verwendung von [Zhe95], Theorem 1.3.3 erhal-
ten wir fiir (3.45) eine eindeutige Losung

u € C([0,h]; H*(0,1) N Hp(0,1)) N CH([0, Al; Hp(0,1)) N C*([0, h); HH(0,1)).
In analoger Weise erhalten wir fiir (3.46) eine eindeutige Losung
0 € C(0, h]; HY (0,1)) 0 CH([0, h]; Hyy (0,1)),

und mit dem Maximumprinzip folgt wieder 6 > 0 auf [0, k] x [0, 1].

In einem néchsten Schritt ist zu zeigen, dafl (fiir hinreichend kleine k) der nichtlineare
Operator T}, der Funktionen (, é) € Xp(My, My) die entsprechenden Losungen von
(3.45) und (3.46) zuordnet, X, (Mo, My) nach X (Mo, My) abbildet. Dies, sowie der
fiir die eindeutige lokale Existenz von Losungen abschliefende Schritt, dafi (fir h
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klein genug) T}, eine strikte Kontraktion auf dem Banachraum X, (Mg, M) darstellt,
geschieht durch entsprechende Energieabschétzungen, siehe [Zhe95].

Um schliellich wieder die globale Existenz von Losungen zu erhalten, ist bei dieser
Beweismethode nun zu zeigen, dafl

t
[l 7 + uellzrs + el * + 1161170 + 1107 +/0 1011772 + 116el [ 22 + [102e*d

fiir alle t > 0 beschrénkt bleibt. Die benétigten a—priori Abschétzungen sind in [Zhe95]
(fiir den Fall [ = 0) ausfiihrlich prisentiert, soda8 wir es hier mit Hinweis auf die
Ausfiihrungen in Abschnitt 3.2 bei dieser Beweisskizze belassen.



4 Exponentielle Konvergenz gegen
eine triviale stationire Losung

In diesem Kapitel untersuchen wir, unter welchen Umsténden Losungen zu (Pg) bzw.
(P.) gegen eine triviale stationire Losung konvergieren. Dies betrachten wir zum einen
getrennt von der allgemeinen Asymptotik von Lésungen, um zunéchst die Stabilitét
der Menge der trivialen stationédren Losungen zu verstehen. Zum zweiten erhalten wir
dabei besonders starke Konvergenzresultate (exponentielle Konvergenz), und kénnen
ferner eine Verallgemeinerung auf den Fall { # (0 zeigen.

Physikalisch liegt der Untersuchung der Stabilitét der trivialen Losungen die Frage zu
Grunde, unter welchen Bedingungen sich das System (2.7) klassisch thermoelastisch
bzw. thermoviskoelastisch verhilt, d.h. unter welchen Bedingungen finden keine Pha-
seniibergénge statt ?

In Abschnitt 4.1 zeigen wir dazu mittels linearisierter Stabilitéitsanalyse, daf} eine
triviale stationire Losung (u,6) = (0,0) (bzw. u = 2l nach Riicksubstitution von
(2.6)) sowohl fiir (Pg) als auch fiir (P,) linear instabil ist, wenn gilt

0-(1,0) < —7?p. (4.1)

Damit erhalten wir zunéchst eine notwendige Bedingung fiir die Stabilitédt trivialer
stationéirer Losungen von (Pp) und (P,). Eine hinreichende Bedingung koénnen wir
mit linearisierter Stabilitdtsanalyse bei den gegebenen Neumann-Randbedingungen
in 0 wegen des zu konstanten Temperaturverschiebungen gehorigen Null-Eigenwerts
unmoglich erhalten, respektive wegen des ganzen Kontinuums trivialer stationédrer
Losungen.
Die Bedingung (4.1) teilt die —-Parameterebene in zwei disjunkte Gebiete, und das
Gebiet, in dem (4.1) erfiillt ist, werden wir das Stabilitéitsgebiet S der trivialen stati-
ondren Losungen nennen. Zunéchst zeigen wir dann (Satz 4.4), daf fir [ = 0 Lésungen
von (Pg) oder (P.), die nahe einem (I,0) € S starten, exponentiell gegen eine triviale
stationdre Losung konvergieren. Dabei benétigen wir fiir (Pg) noch die zusitzliche
Bedingung oy(l,0) # 0, d.h. da8 linear die thermisch-mechanische Kopplung nicht
verschwindet.
Fiir (P,) konnen wir dariiberhinaus fiir den Fall [ # 0 mit |i| hinreichend klein die
Verallgemeinerung zeigen, dafl sich die Verschiebung (wieder nach Riicksubstitution
von (2.6)) verhilt zu

u(t,x) ~ z - 1(t),

siehe Satz 4.5. Die Beweise der Sétze 4.4 und 4.5 beruhen auf umfangreichen a—priori
Abschétzungen verallgemeinerter Energieausdriicke, die in der hier durchgefiihrten
Form eng an [Sle81] angelehnt sind.

Um jedoch zunéchst die Idee dieser Abschitzungen zu verdeutlichen, stellen wir diese
in Abschnitt 4.2 an Hand der Gleichungen der linearisierten Thermoelastizitdt und
Thermoviskoelastizitdt vor. Da die Gleichungen der linearisierten Thermoelastizitét
und Thermoviskoelastizitét iiblicherweise im Rahmen der Halbgruppentheorie linea-
rer Operatoren behandelt werden, sind im Anhang die bené6tigten Definitionen und
Sétze zusammengestellt in der Form, wie wir sie hier verwenden. Insbesondere wird
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in Unterabschnitt 4.2.1 der klassische Existenz— und Eindeutigkeitsbeweis fiir den li-
nearen Fall rekapituliert, da er unmittelbar mit der klassischen Methode zum Beweis
der exponentiellen Konvergenz gegen eine triviale Losung zusammenhéngt.

Ein wesentlicher Unterschied zwischen dem linearen und nichtlinearen Fall ist!, da8
im linearen Fall die Losungen zu beliebigen Anfangsbedingungen gegen eine (die )
a—priori bekannte stationire Losung konvergieren. Im nichtlinearen System (P) kon-
vergieren nur Losungen zu geeigneten kleinen Anfangsbedingungen, bei denen eben
keine Phaseniiberginge stattfinden, gegen eine triviale Losung. Ferner wird dazu im
linearen Fall keine Grenzflichenenergie benétigt, im nichtlinearen System (P) da-
gegen ist gerade interessant, wie die Grenzflicheneenergie auch bei an sich bereits
kritischen Anfangsbedingungen mit —un? < o, < 0 fiir die Konvergenz gegen eine
triviale stationédre Losung sorgt.

4.1 Linearisierung um eine triviale stationire Losung

Esseie =&+¢, 0 =0+, und wir entwickeln ¥(e +1,0) um (£ +1,0), also
V(e +1,0)=U(E+1,0)+0(E+1,0)e+Te(z+1,0)0
4 %05(5—1- L8)E + og(z + 1, 0)ed + %\Ileo(é—ir LO?:  (4.2)
+O((e +9)%).

Im weiteren verwenden wir (unter Beachtung von € = 0, da wir eine triviale stationére
Losung betrachten) die Abkiirzungen

K

apg = O’E(Z,é), bo = O'@(l,é), co) = —\I/.gg(l,é) und do = 5, (4.3)

wobei wegen (H3) stets co > C1 > 0 gilt, sowie natiirlich dy > 0. Setzen wir nun
u=u+vund § =60+ ¥ in (P) ein und behalten nur die Terme erster Ordnung in v
und ¥, so erhalten wir unter Verwendung von (4.2) und (4.3) das lineare System

Vgt = AUzz + boﬁx — HUzzzx + YVzxt, (443)
co¥t = doUpz + boUgt. (4.4b)

Mit dem {iblichen Separationsansatz

v(t,z) = Re(g(t)e’®) ' -
ﬁ(t,x) — Re(h(t)eiam) g,h IR — @, o = 0,77’27-(-"”
folgen die gewohnlichen linearen Differentialgleichungen
¢" = —a’agg + iaboh — patg — valy,
coh = —doa’g + iaboh/,

die wir als Sytem 1.Ordnung schreiben,

d g 0 1 0 g

—| d | = —a?ag — pat  —ya?  iabg J

dt h 0 iabo _ CVQdO h
co co

'wenn wir uns zur Einfachheit der Beschreibung auf [ = 0 einschrinken
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mit charakteristischem Polynom

do 2~d b2 4 2\4
Pa(A) = )‘3+0‘(’Y+ )>\2 (ac 0+ao+ua2+c_0)/\+a(ao+aﬂo‘)0.
0 0

Fiir die Losungen )\1,)\2,)\3 von P,(\) = AN+ e+ d+e =0 gilt nach dem
Hurwitz—Kriterium

RB()\J‘) <0<« cy,c1,c9,c160 —cg > 0.

Hier haben wir: (1) c >0 & o?(y + ‘Z—g) >0,
2 2
2 a>0 & 220y a?4 %> g,
(3) >0 & o?p > —ag,

2 b2
(4) cico —Ccy > 0 <« 044(’)’ + ccl_g)(ac_’gdo + %) > O,

und die Bedingungen (1) und (4) sind auf Grund unserer konstitutiven Bedingungen
co,dp > 0 stets erfiillt. Bedingung (3) ist schirfer als Bedingung (2), so daf§ wir
schliellich erhalten: '

w2u > —ag = —o(l,0). (4.5)
Dabei wurde verwendet, dafl wir zu o« = 0 zwar einen dreifachen Null-Eigenwert er-
halten, konstante Verschiebungen aber wegen den Randbedingungen nur in 8 zuléssig
sind. Nach (4.5) ist (0,) nun linear instabil im Fall o.(l,0) < —pun?, und man beach-
te, daf3 diese lineare Instabilitdt unabhingig ist von =, by, cg und dy. Auf der anderen
Seite kénnen wir aus o.(,6) > —pun? nicht mittels linearisierter Stabilititsanalyse die
exponentielle Stabilitit der trivialen stationiren Losung (0,60) folgern, da wir stets
besagten zu konstanten Verschiebungen der Temperatur gehérigen Nulleigenwert ha-
ben.

Die stattdessen verwendete Methode von a—priori Abschschitzungen stellen wir im
nichsten Abschnitt am linearen System (4.4) mit x4 = 0 vor. Zum Abschluf dieses
Abschnitts berechnen wir noch die zu (4.4) gehorige ,linearisierte“ innere Energie.
Diese erhalten wir, indem wir in £ die Entwicklung von ¥ bis zu Termen zweiter
Ordnung einsetzen. Setzen wir dabei als weitere Abkiirzungen ¥ = ¥(1,0), & = o(l,0)
usw., so erhalten wir

B

lin

1

1

(e,ut,0) .:/ §ut + (\I' + e+ Ut + 0'56 + Gget) + = \1’99192)
0

— (é+19)(\119+0'96+q}9979) 56 2dx

o7 ,U 2
:\IJ—F A §ut Eﬁxdl'
1

1
U - 909)/ edr + (\I’g - \I’g - 9\1’99)/ Ydx
0

/ D245 19——792 ¥(5€ — co)dx
1
=y — 9\1199/ ddxr + = / ut + age® + cg?? + ,ueidac. (4.6)
0

Im néchsten Abschnitt werden wir sehen, dafl fiir uns die beiden ersten Terme der
letzten Zeile keine Rolle spielen, und wir sie deshalb weglassen koénnen.
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4.2 Bemerkungen zum klassischen linearen Fall

4.2.1 Linearisierte Thermoelastzitit

Unter Verwendung von nun wieder v und 6 notieren wir (4.4) mit y =~ =0 zu

Ut = AQUzg + bl

(4.7)
cotly = doOry + botay.

Dabei setzen wir im weiteren ag, cg, dg > 0 und by # 0 voraus. Man beachte, daf} fiir
lineare Materialien normalerweise ein Zusammenziehen (u,; < 0) zu einer Erwéirmung
(0; > 0) und eine Ausdehnung (uy; > 0) zu einer Abkiihlung (6; < 0) fithrt, und
deshalb typischerweise by > 0 gilt. Fiir die Abschitzungen in diesem Kapitel spielt
das jedoch das Vorzeichen von by # 0 keine Rolle, und auf Grund unserer speziellen
freien Energie ¥ gilt

>0 fir ugz +1>0
og(ug +1,0) = Wi (uy +1){ =0fiiru, +1=0 nach (H4). (4.8)
<0firu,+1<0

Den Fall 0y = 0 werden wir bei der Ubertragung der in Unterabschnitt 4.2.2 ver-
wendeten Methode auf den (Pg) beriicksichtigen miissen. Auf die natiirlich mégliche
Ubernahme des Term — WUz haben wir verzichtet, da dieser im linearen Fall keine
wesentliche Rolle spielt. Die Randbedingungen sind (da wir [ = 0 betrachten N

u(t,0) = u(t,1) = 0 und 0,(¢,0) = 0,(t,1) =0, (4.9)

und diese Dirichletrandbedingungen in u und Neumannrandbedingungen in ¢ werden
wir wieder durch die Schreibweisen v € H%(0,1) und § € H3/(0,1) ausdriicken. Man
beachte, daf in diesem Abschnitt 6 gemé der Herleitung von (4.4) die Temperatur-
differenz zu einer Referenztemperatur bezeichnet, und eine Substitution # = 6 — const
das lineare System (4.7) nicht verdndert. Ferner ist die Durchschnittstemperatur
04(t) == fol 0(t,x)dr im linearen System mit unseren Randbedingungen eine Erhal-
tungsgrofle, denn

d [! L d bp 1

— | 0t x)dx = / —(doBzy + botgy)dz = [—Oeﬁ —Out] =0, (4.10)

dt Jo 0 o Co co o
und deshalb werden wir in diesem Unterabschnitt stets oBdA 6, = 0 betrachten.
Bei Weglasses der Normierung W ist damit die linearisierte innere Energie aus (4.6)
schliefllich gegeben durch

B

lin

1 M
(ug,ut, 0) := 3 / u? + apu? + cof*dz, (4.11)
0

wobei nun einfache Rechnung mit partieller Integration
lin

, 1
EY :/ Uplyy + QUL U + OcoBide
0

1 1
:/ ut(aguzy + boby) + apuzuyy + 0(dobys + bour, )dz = —do/ Hgdx.
0 0



4.2. BEMERKUNGEN ZUM KLASSISCHEN LINEAREN FALL 47

ergibt. Dies zeigt, dafl die Linearisierung die Erhaltung der inneren Energie aus (2.24)

zerstort hat und die thermische Dissipation jetzt statt zu einem Anstieg der Entropie
direkt zu einem Abfall der Energie El(lzg fithrt, und es wird im weiteren darum gehen,
hieraus (sowie spéter auch aus der viskosen Dampfung) die Konvergenz von Lésungen
gegen eine triviale stationdre Losung erhalten. Dies fiihren wir in diesem Abschnitt
linear vor, und fiir den nichtlinearen Fall wird es darum gehen, zu zeigen, da8 fiir kleine
Verzerrungen (in geeigneten Bereichen) die linearen Terme entsprechend dominieren.
Zunichst erhalten wir aus der Halbgruppentheorie unmittelbar den folgenden sehr

einfachen Existenzsatz und Eindeutigkeitssatz fir (4.7).

Satz 4.1 Es seien ug € H%(0,1),u1 € H}(0,1) und 6y € HJQ\M(O7 1). Dann existiert
zu diesen Anfangsbedingungen eine eindeutige Lisung (u,0) fir (4.7), (4.9) mit

u € C([0,00); H5(0,1)) N C*([0,00); H5(0,1)) N C?([0, 00); L2(0,1)), (4.12)
0 € C([0,00); Hy; ,(0,1)) N C([0,00); L2(0, 1)), (4.13)

so daf (4.7) gilt als Gleichheit in L?(0,1).

Beweis. Wir setzen v = (v1,v2,v3) = (ugz, ut, 8) und schreiben 4.7 als lineare Evo-
lutionsgleichung erster Ordnung,

v = Av,

4.14
vo = (00, u1,6p), (4.14)

mit
0 Oy 0
A=\ ad, 0  by0;

by dag?
0 by, Dy

Ferner sei H = L2(0,1) x L?(0,1) x L2(0,1) mit Skalarprodukt

1

1
(u,v) = 3 / ULV + Ugv9 + couzvzde.
0

Mit D(A) = HL(0,1)x H}(0,1)x H%, ,(0,1) ist D(A) = H. Ferner ist A abgeschlossen
und dissipativ, denn mit partieller Integration folgt

1 d b
(Av,v) :/ 0,201 + (ag0yv1 + boOyv3)ve + co(—oaivg + —Oaxvg)vgdx
0 o o

1
=— do/ (0pv3)2dr <0 (4.15)
0

Der adjungierte Operator A* ergibt sich zu

0 —aoam 0
A= =0, 0 kg,
0 —bodr RO2

und die adjungierten Randbedingungen ergeben nach Definition der Randoperatoren

1
(Biu,v) = / ugvadz = (u, B1v)
0
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fiir die vy Randbedingung und

1 1
(Bau,v) = / Orusvzdr = —/ uzOzvsdr = (u, B5v)
0 0
fiir die 0, Randbedingung zu
ug(t,0) = ug(t, 1) = 0 und — 0,(¢,0) = —0,(¢,1) = 0.

Damit gilt D(A*) = D(A), und es ist A* offensichtlich ebenfalls dissipativ. Mit Satz
A.8 folgt, da3 A infinitisemaler Generator einer Cy Halbgruppe von Kontraktionen
auf H ist. Damit erhalten wir

ug € C([0,00); Hy (0,1)), uy € C([0,00); Hp(0,1)), 6 € C([0,00); Hy4(0,1)).

Mit (A.4) erhalten wir schlielich (4.12) und (4.13). 0

Im Rest dieses Unterabschnitts folgen wir [Han92], setzen? ¢y = a9 = dy = 1, und
zeigen, wie wir mit linearisierter Stabilitdtsanalyse die exponentielle Konvergenz von
(ug,us,0) gegen (0,0,0) in H erhalten. Dies ist hier moglich, da wir wegen (4.10)
den storenden Nulleigenwert zu konstanten 6—Verschiebungen ausschliefen kénnen,
was wir in der Definition von H durch den Ansatz 6 € L2(0,1) beriicksichtigt haben.
Im nichtlinearen Problem (P) jedoch ist 6, auch fiir [ = 0 i.a. keine Erhaltungs-
grofe mehr, und die Eigenschaften des Systems hingen entscheidend von 6 ab. Um
Stabilitéit stationdrer Losungen im nichtlinearen Fall nachzuweisen, muf3 deshalb die
folgende linearisierte Stabilitdtsanalyse versagen, wie immer, wenn der Linearteil eines
nichtlinearen Systems einen Nulleigenwert besitzt.

Zunichst zeigt nun [Han92], dal H eine Basis aus Eigenfunktionen von A hat, indem
er ausgeht von der Ortonormalbasis

cos kmx 0 0
Ef: 0 ,E§: —sin kmx ,Eéfz 0 , k=1,2,...
0 0 cos kmx

(4.16)

Setzen wir ) = diag(cos knx, — sin krz, cos krz) und y = (y1,y2,93)7 € IR3, so gilt

0 -1 0
AYpy=knXi| 1 O bg y =: knXi Ry, (4.17)
0 —b(] —km

sodafl Xy genau dann Eigenvektor von A zum Eigenwert km ist, wenn y Eigenvektor
von Ry zum Eigenwert A ist. Als charakteristische Gleichung von Ry, erhalten wir

(A2 4+ 1)\ + kr) +bEX =0, (4.18)

und [Han92] zeigt, daf (4.18) fiir alle k eine reelle Nullstelle A\; und ein Paar konjugiert
komplexer Nullstellen o, o besitzt, wobei gilt

A — km — 0 und o} — im fiir £ — oo. (4.19)

2um die Darstellung nicht unnétig mit Konstanten zu belasten
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Genauer gilt fiir die entsprechenden Eigenwerte \;, = k7, und o} = kmoy, von A
folgende asymptotische Entwicklung ([Han92], Proposition 4.3):

Np = —k*n? + 0 4+ Ok fiir k — oo
. b% 1., ) 72 fiir £ — oo. (4.20)

oy, = ikm — D) + HZbo(l —b5/2)+ O(k™°)

Die Basis von Eigenfunktionen von A ergibt sich nun, indem wir die Rj mittels

der Matrizen My = (Yo,,Ys,,yr) der zugehorigen Eigenvektoren diagonalisieren,

Mk_leMk = diag(ok, 0k, \k). Wegen (4.19) gilt dabei

det My, — —2i und sup |[(My); ;| < oo,
i7j7k
und damit folgt (Lemma A.6), daf8 die Eigenfunktionen (X1ys,) U (Xkys, ) U (Zryn,),
(k=1,2,...) mit

(St Skbians Shvn,) = My (EF, 25, Y )
eine Basis von H von Eigenfunktionen von A bilden. Fiir
v:=sup{Re A: A€ o(A)}

gilt wegen (4.15) v < 0 und aus (4.20) erhalten wir v < 0. Es sei jetzt (¢ )r=1,2,. obige
Basis von Eigenfunktionen und vy = Y =, cx¢r € H. Dann folgt die behauptete
exponentielle Stabilitdt mittels

S(t)vg = Z cpe o = eV Z cke(/\””)t(bk, (4.21)
k=1 k=1

denn mit |cgeM TV < |ei| folgt S(t)f = e “q(t), wobei ||lq(t)||g < C||fl|z ¥t > 0,
und damit
SO z(m,my < Ce™. (4.22)

Bemerkung 4.1 Der Identitét (4.21) liegt die wohlbekannte Tatsache zugrunde, dafl

die Losung von (4.14) gegeben ist durch v(t) = ey, wenn man e'4 geeignet defi-

niert. Dabei ist die heuristische Definition et4 = Yo (t,s!)" sinnlos, da Konvergenz
der rechten Seite voraussetzt, dal A ein beschrankter Operator ist. Mit unserer Dia-

gonalisierung

M7t o0 L M; 0
A=kr 0 Mgl diag(o1,01, A1,09,...) 0 M,
0 0 0 0

konnen wir jedoch e definieren als

M1_1 0o ... My 0
oA — 0 Myt oL diag(eit, 71t Mt 72t ) 0 M
0 0 c. . 0 0

und erhalten damit (4.21) in Analogie zu v(t) = e!dvy als Darstellung in H bzgl der

Basis (¢k)k:1,2,..-
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4.2.2 Energieabschitzungen hoherer Ordnung, linear

In diesem Abschnitt zeigen wir mittels Energieabschitzungen hoherer Ordnung die
exponentielle Konvergenz von (u, ug, ug ) in H2(0,1)x H'(0,1)x L?(0,1) gegen (0,0, 0)
und von (6, 6;) in H'(0,1) x L?(0,1) gegen die stationiire Losung (64,0), wobei 6, :=
fol fdx. Da wir damit die aus [Sle81] entnommene Methode vorstellen wollen, mit
der wir auch im nichtlinearen Fall vorgehen werden, fordern wir dabei nicht mehr
notwendig 6, = 0. Der Einfachheit halber setzen wir weiterhin ¢y = ag = dy = 1 und
verwenden ferner die Poincaré Ungleichungen (A.1) und (A.2) ohne den Faktor #,
der in diesem Abschnitt keine Rolle spielt.

Die linearisierte innere Energie El(lg aus (4.11) bezeichnen wir nun als Energie nullter
Ordnung,

1 1
Ey = —/ u? +u2 + 6%dz,
2 Jo
und definieren die beiden folgenden Energiefunktionale erster Ordnung
1 !
Ey = 5/ ut, +ul, + 0%dx,
° (4.23)
_ 1 2 2 2
E2 —_— 2 utt + ut{L’ + Ht d.%'
0

Weiter bendtigen wir das Hilfsfunktional

1
Fy :/ upugd,
0

und definieren die Gesamtenergie
E=FE 1+ Ey;, —nF

mit einem noch zu bestimmenden 0 < 7 < 1, sodafl £ zum einen #dquivalent ist zu
der im folgenden Satz definierten Halbnorm, zum zweiten eine Ungleichung der Form

E(t) < E(0)e (4.24)

gilt. Damit wird die behauptete exponentielle Konvergenz folgen. Man beachte, dafl
wir im folgenden Satz explizit die Mittelwerte fiir 6 weglassen (sodal wir eigentlich
auch Satz 4.1 noch einmal ohne die Indizes a fiir den #-Raum formulieren miifiten).

Satz 4.2 Es seien ug € H%(0,1), u1 € H5(0,1) und 0y € HZ(0,1). Fir (u,0) =
(u, ug, ug, 0,0¢) aus dem Hilbertraum

H := H%(0,1) x H5(0,1) x L?(0,1) x H%(0,1) x L%*(0,1)
definieren wir die Halbnorm |(u,8)|s durch
[, )13 = [lullFr2 + luellFpn + [Jueel 72 + 11021172 + 106172
Dann gilt fiir die Lésung (u,8) von (4.7), aus Satz 4.1 und ein v > 0 die Ungleichung
|(u,0)[3 < Ce™"|(u, 0)i=l3, (4.25)

wobei Oug und A0y formal gegeben sind durch (4.7), d.h. 0?ug = 0%ug + boO,0y und
1o = 0200 + boOrus.
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Beweis. Um (4.25) aus (4.24) zu erhalten, ist zunéchst zu zeigen, dal E auf H
eine zu |(-,-)|3 #quivalente Halbnorm darstellt. Mit der Poincaré Ungleichung (A.2)
erhalten wir

2

1 12 1 1 1 /1 re 1 [1
= dr < - d = 2 dr = = 22d
3/Oumx_3</0uxx> —|—3/Oumx 3/Oumx,

und mit (A.1) %fol u?dx < %fol u2dz, zusammen also
1 [t 1 [
6/ u? 4+ ul 4+ ulde < 5/ u? dz.
0 0
Ebenso erhalten wir 3 01 u? +uZ,dr < fol uZ,dz und wegen n|uguy| < n/2(u? + u)

erhalten wir schlieflich

1/t 1
E> 5/0 upy + (L= )i + 2 (ud, + g +u?) + 07 + 07 + (1 — n)ufyda.

Fiir n < 1 folgt also |(u,0)|3 < C(n)E, und fiir n = nm; < 1 erhalten wir konkret
|(u,0)|3 < 6E. Wiederum mit n|uzuy| < n/2(u? + u3,) folgt die umgekehrte Richtung
E < |(u,0)|3 fiir n < 1. Wenn wir (4.24) gezeigt haben, folgt dann

(u,0)|5 < 6E(t) < 6E(0)e" < 6](u,0);—0|3¢ "

und damit die Behauptung. Um nun (4.24) zu erhalten, differenzieren wir E aus und
erhalten durch Einsetzen von (4.7) und partielle Integration

1
b = / ut:v(umm + bOH:v)m + UgaUgat + 91(9:1::1: + bOut:v):vdx
0

1
= z\Uzzx be:vl_/ zx\Uzx bamd
[tz (Uzz + bobz)]o | (Uaz + bob)dx

=Utt :0

1 1
/0 UggUst 00 UtgrdT La’ 1o ; T

1
= _/ Hz?msdx,
0

sowie

1
Ey = / Ut (Ugz + 000zt)t + UtgUste + Ot (020 + botss)ede
0

1
:-/9@&
0

und schlieflich

1
= u?t + ut (Uggr + boby )dx
1
2 2
Uy — Upy + bourOipda.

J
J
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Bemerkung 4.2 Dieses Differenzieren von E ist formal eigentlich nicht erlaubt, d.h.
es treten Terme wie Uggy, U, O auf, die nicht existieren, solange unsere Losung
(u,0) nur stetig abbildet in den Raum H. Man beachte jedoch, da§ in E selber
und damit in der gesuchten Abschétzung (4.24) nur wohldefinierte Terme auftreten.
Wir rechtfertigen unser Vorgehen, indem wir zunéchst annehmen, dal v und 6 die
benotigte zusitzliche Glattheit besitzen, und zeigen (4.24) fiir diesen Fall. Fiir u
und 6 aus dem in Satz 4.1 gegebenen Raum folgt dann (4.24) mit dem iiblichen
Dichtheitsargument.

Aus F; haben wir nun einen —62, Term, aus E» einen —6?, Term und aus F} einen
—nuZ, Term. Die Idee ist, ebensolche negativ definiten Terme in 67, in u2, sowie in
u?, zu erzeugen. Man beachte, dafl wir insbesondere den letzten Term auf Grund des
hyperbolischen Charakter der Impulsbilanz niemals direkt durch differenzieren eines
Energieausdrucks wie z.B. Ey oder auch eines Ausdrucks der Form wie F} erhalten
koénnen.

Wir beginnen mit dem —6#? Term, wobei wir wieder (A.2) verwenden. Es gilt

1 2 1 1
1 10) 1
——/ 02 dv < = (/0 am) —5/0 02dx (4:10)_5/0 02da (4.26)

Auch in diese Abschétzung geht also wesentlich ein, dafl fol fdx eine Erhaltungsgrofie
ist. Wir werden jedoch Abschnitt 4.3 sehen, dafl wir auch im nichtlinearen Fall den
Term fol f;dx)? geeignet abschiitzen kénnen.

Als néchstes erzeugen er negatlv deﬁmte Terme in u2, und u2,. Wir bemerken
zundchst — fo 02, dr < —1 92dac 5 fo 62,dx nach (A.1), und Verwenden im wei-
teren die aus [Sle81] entnommene Ungleichung

1

(21 + 22)% + az? > ag 1 Zx% + 5 f2a$§ Va >0 Vrp,ze € IR (4.27)
Beweis der Ungleichung: Die Aussage ist dquivalent zur positiven Semidefinitheit
der Matrix "

o
A:<1—a2+a+a 1 )
1 1= 2+2a

und A ist positiv semidefinit wegen det A = 22125 22_:20; —1=0und a1; = 22125 >0

fiir o > 0. O
Wir erhalten nun

1

1 1
—5/0 07 + 62 dm———/ 07 + (0 — bousz) dx<—§/0 ~02 + boumdm (4.28)

1 1 1
—= / 02 + nuide = — 2 / —b302 + (Ugy + boby)*da
2 Jo 2 Jo nb3

1 nbg+1 9 n 2
< —= 02 + us_dx
/0 b2 +1 " 2mhE + 1)

2
1 2 n 2
~1 05 + u,dr. (4.29)

IN
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Man beachte insbesondere, daf§ wir in (4.28) die negativ definiten Terme in u? und

2

uz, unabhéngig von n erzeugt haben und damit die aus F' stammenden positiven bzw.

tx
indefiniten Terme 7 fol u2,dz und

1 n [
77/ Ubipdr < —/ u? + 6%, dx
0 2Jo

kontrollieren kénnen. Insgesamt erhalten wir

. 1 [/t 2 b2
B [ 50+l 4 20+ (R i+ (1= ), + Judde,

2 nbg + 3
und wegen
!
% [ Bl 0+ o+ (4 e < —vE

wéhlen wir nun 0 < n <y = % so, daf

. n b4y n
_ 4.30
v m‘“{nb%+1’4<2+n>’2<1+n> (4.30)

maximal wird, und erhalten E < —vE. Mit der Gronwallschen Ungleichung erhalten
wir (4.24) und damit

|(u,0)[3 < 6B(t) < 6E(0)e™" < 6|(u,0)1—0l3e™",

was zu zeigen war, wobei mit |[64][32, [|0¢]|72 2P0 und 4 01 fdx = 0 auch wieder
116 — 4| <2 0 folgt. O

Bemerkung 4.3 Es sei bemerkt, dafl die Wahl von 7 in Abhéngigkeit von by noch
optimiert werden kann, sodafl wir ein moglichst grofles v erhalten, indem die negativ
definiten Terme —602, und —602, besser zur Erzeugung der anderen negativ definiten
Terme verteilt werden. Hier sollte es darum gehen, die Konstanten mdoglichst einfach
und damit das Vorgehen iiberschaubar zu halten. Eine wichtige Beobachtung aus
(4.28), respektive bei Betrachten des zweiten Terms in der Klammer von (4.30) ist
jedoch, daB fiir b9 — 0, d.h. bei immer schwécher werdender thermisch—mechanischer
Kopplung, auch v immer kleiner wird, und von der Ordnung b2 gegen Null geht,
womit die Konvergenz immer schlechter wird. Im Grenzfall by = 0 stellt die linea-
risierte Impulsbilanz bekanntlich einen ungeddmpften rein mechanischen Schwinger
dar, und fiir 8 erhalten wir die Lineare Warmeleitungsgleichung. In der linearisierten
Stabilitdtsanalyse in Unterabschnitt 4.2.1 entspricht diesem, dafl die Eigenwerte o7,
in (4.20) rein imagindr werden zu o} = k.

Insgesamt haben wir auf zweierlei Arten gezeigt, wie die thermisch-mechanische Kopp-
lung auch in Abwesenheit von mechanischer Dissipation dafiir sorgt, dafy die parabo-
lische Gleichung fiir 8 die hyperbolische fiir v mitdampft. Im néichsten Unterabschnitt
zeigen wir noch, was im linearen thermowiskoelatischen Fall geschieht, und insbeson-
dere, warum wir in diesem Unterabschnitt | = 0 gefordert haben, bevor wir auf unser
nichtlineares Problem zuriickkommen.
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4.2.3 Linearisierte Thermoviskoelastizitit

Fiir den viskosen Fall setzen wir nun nicht mehr | = 0 voraus, jedoch der Einfachheit
halber weiterhin ¢y = ag = dy = 1, und erhalten die Gleichungen der linearisierten
Thermoviskoelastizitéit zuziiglich Randbedingungen zu

Utt = Ugy — .%'l—i— boax + YUtz
0r = Oz + bo(tgs + 1)
we(t,0) = w(t,1) = 0, 6a(t,0) = 0,(¢, 1) = 0. (4.31D)

(4.31a)

Wir setzen wieder v = (v1,v2,v3) = (ug, ut, ) und betrachten (4.31) als nichthomo-
gene und nichtautonome lineare Evolutionsgleichung

vy 4+ Av = (0, —xl, byl) T (4.32)
auf dem Banachraum X = L2 x L? x L%, wobei nun

0 —0, 0
A=| =0, —92 —byd,
0 —byd, —0?

ein sektorieller Operator ist mit Definitionsbereich
1
D(A) = {ve H! fo)xH}’V:/ vidr = 0},
0

denn wir erhalten bei analoger Rechnung wie in (4.16) nun folgende asymptotische
Entwicklung der Eigenwerte von —A fiir k — oo, siche z.B. [Zhe95], Abschnitt 2.3,

A =-1+0(k?)

g— 2 —
Ao = —yk272 + % + O(k™2) falls v # 1,
A = —k*m? 4+ 25+ O(k72)

A =—1+0(k™?)
Ay = ?k2772 _ % + ibokm + O(k™1) falls v = 1.
A3 = A2

Ferner ist die rechte Seite von (4.32) natiirlich wieder Holder—stetig als Abbildung

von (0,00) nach X, und damit erhalten wir nach [Hen81], Theorem 3.2.2 zur An-
0) ,,(0)  (0)

fangsbedingung vo = (v; *,vy ', v5 ) € X die Existenz einer eindeutigen Losung

v € C([0,00); X) N C((0,00); D(A)) N C((0,00); X)

mit der expliziten Darstellung (Variation der Konstanten)

o(t) = e My + / t e~ A=) f(7)dr, (4.33)
0
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wobei wir uns e~ “4* definiert denken wie in Bemerkung 4.1. Dies liefert nun zu Anfangs-
bedingungen (ug, u1,0y) € H(0,1) x L?(0,1) x L?(0, 1) die Existenz einer eindeutigen
Losung

u € C((0,00); Hp(0,1)) N C*((0,00); Hp(0,1)) N C3((0,00); L*(0, 1)),

0 € C((0,00); H(0,1)) N C*((0, 00); L*(0, 1)),
sodaB (4.31a) erfiillt ist in L2(0,1) x L2(0,1), und man beachte wieder die Glittung
der Anfangsbedingungen.

Wir zeigen nun, was die Energiemethode aus Abschnitt 4.2.2 im viskosen Fall liefert.
Differenzieren wir E1, Fy aus (4.23), so erhalten wir:

1
El - / utx(umaz —xl + boax + 'Yum:a:)ar + UgaUtzx + Ha:(axxx + bOutxx)dx
0

1
= [ut:v (umm —xl + bpb, + r)/utmm)l](l) - / Utza (umm —xl + b(]am) - 'Yu?xxdx
0

=u=0

1 1
+ 00800 — / 62, dx + / D00y Utz d
0 0
1 1
= —/ ’yufm—i-é?gxdx—/ rluygpde
0 0
i

1 1
< - 2 +62.d / 2 dr 4+ —
— A Ytz + 2z AT +7 0 Uz T + 127

fiir ein 7 > 0 unter Verwendung der Youngschen Ungleichung, und weiter

1
Ey :/ gt (up® — xl + boly + YUigs )t + Utztptr + 04 (O + oty + bol)rdx
0
. 1
= [Utt(utm + 'Yuttz)]o - / Uty Uty + WUtth;Cm
0
1
+ / bobratisy — 1 Ust + Ut Uptpd + [at(etm + boutt)](l)
0
1 1
/ 02, + boBpusdr + / bolbdz
0 0

1 1 1
=— / yud, + 0% dr — / x| ugdz + / bolO¢dx
0 0 0

1 Lo oo
— (= b212).
47(31 +bol)

1 1
<- / Yy + O dr + 7 / upy + 07 dz +

0 0
Zuziiglich zu den negativ definiten Terme in 02, und 67, erhalten wir also noch solche
in u?,, und u?, mit Vorfaktor v, sowie positiv definite Terme in u?,,, u? und 62
mit Vorfaktor 7, den wir noch geeignet wihlen koénnen. Dies bedeutet, dafl wir bei
der Definition von F auf das Abziehen des Terms nF; verzichten kénnen, und wir
notieren zunéchst (wieder in suggestiver Schreibweise, die ausdriicken soll, daf§ wir
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die zur Verfiigung stehenden negativ definiten Terme geeignet verteilen miissen)

1 . e .
—'y/ ut, dr < ——/ ul de — —/ ur, dr — —/ u?, dx (4.34)
0 4 Jo 4 Jo 2 Jo

1 ~ 1 ~ 1
—'y/ ufmdx < —2—/ u?tdw - —/ uftdm.
0 4 Jo 2 Jo

Beim Erzeugen eines —6? Terms bekommen wir nun

1! 1/ (! 2 oq ! 1y 1 f1
——/ 02 dx <~ /thm ——/ efdx:—bgﬁ——/ 02dx
2 Jo 2\ /o 2 Jo 2 2 Jo

da fol fdz im Fall [ # 0 nicht mehr konstant ist. Wir wihlen nun 7 = min{1, 1},
sodafl

1 1 y 1 y 1
(_Z + T)/ etzdw <0, (_Z + T)/ u?mmdm <0, (_Z + T)/ u%tdx <0,
0 0 0

und gehen schliefllich beim Erzeugen eines —u2, Term folgendermafen vor: zuniichst
gilt

1 [t 1 (11 .
—= / 02 + yuZdr = -3 / b—ngei + (boﬂm + (uge — lz + Wutm))Qdac
0 0 Yo

2
1 P R+1 1/ .
<= [ Bty _—/7 - 2dz.

< 2/0 2bg+1 ey 2 0 2bg+2(u:v:v X +7ut:m:) X

~~

@

Den Term (D schitzen wir dann weiter wie folgt ab: unter Verwendung von (4.27) gilt

< S P _ d
@< 4(bg+1)/0 0‘12+a1(u” )™+ 21 20q 1) Utaa O

_ 2c1+1
=TMg e

und aus (4.34) haben wir noch einen —7 fol u?,,dr—Term iiber. Wir wihlen deshalb

o7 so, dafl
1 2001 +1

2
<
402+ 1) 207 + 2717 =

)

o =2

setzen weiter
aq o+ 1

AR A Do+ 2

und erhalten unter nochmaliger Verwendung von (4.27) mit der Einfachheit halber
a=1

1

N [ 1 9 9 1
D= [ uldr<— 1/1/ (Uge — x1)dx < ——1/1/ u?, dr + —1/1/ 22 2dx .
2 Jo 0 3 0 3

0
=i2/3
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Damit folgt insgesamt

1
Lo 7
Eg—/o §9§+Zu§$—|—4 ud + 92+ Vlu dz
1 1 2
- _b2l2 “ _[2 -
+ (5 + bl + (G + )+ I

Setzen wir nun noch

172
v = min vy o,
2743

so erhalten wir mittels der Gronwallschen Ungleichung

E(t) <E(0)e ™"
2 1 1

LS I R
— 4+ )%+ — 2+ =) e Mt ygs, 4.35
+/0((2+47)0 gt g e s (4.35)

Diese Abschitzung liefert uns nun zum einen im Fall [ = 0 wieder die exponentielle
Konvergenz von ||u|| gz + [|ue|| gt + ||l |2 + [|0z]] 22 + [|0¢]| 2 gegen Null, wobei die
auftretenden Konstanten noch in Abhéngigkeit von v und by und unter Verwendung
der schérferen Poincaré-—Ungleichungen optimiert werden kénnen. Zum zweiten zeigt
(4.35), in welchem Sinne wir fiir / # 0 (und nach Riicksubstitution von u = @ + x1)
u(t, ) ~ zl(t) erhalten, insbesondere wenn wir annehmen, da i2 4 12 4 ]2 sehr klein
1st oder sogar auf gewissen Zeitintervallen (g, tl) ganz verschwindet. Sei dazu wieder

= fo (t,z)dz. Dann ist nach Poincaré fo (t,x) — 0,(t))%dx < fol 02(t, z)dx
und damlt

||(u(t’ ')’ 9(75, ) - aa(t))H%{?le < E(t)’

sodaf} insgesamt
t
[t ). 6(2,) = Ba(E)l 2 < E(O)e™ +C / (4 P 4 1)) da.
0

Um dabei noch einmal die Bedeutung der Geschwindigkeit, mit der wir ziehen, deut-
lich zu machen, betrachten wir folgende Skalierung: es sei 0 < p < 1, t := pt und
I(t) := 1,(t) :== L(pt) mit L(-) € C3(IR), sodaB I(t) = I, = pL'({), I(t) = p*L"(f) usw.
Sei weiter C := max{|L'(s)| : 0 < s < t/p}, dann wird (4.35) zu

t
01006, = 6u(O) s B < BO)e™ +CC1p? [ e=7dr+ 0(sY

cc

<E(0)e™" + 71 PP+ O0(p"),
——
::Cg

& |[(ut,-),0(¢,-) = (D)l 2 <Cop + e~ 2"/ E(0) + O(p?). (4.36)

Die Idee der Abschétzung (4.35) liegt darin, auszunutzen, daf§ die Energie der An-
fangsbedingungen exponentiell fillt, wenn wir nicht ziehen, und die beim Ziehen am
rechten Rand zugefiihrte Energie geeignet zu kontrollieren, und (4.36) zeigt, dafi dabei
die Differenzen u(t,z) — xl(t) und 6(t,z) — 6,(0) linear von der Ziehgeschwindigkeit
p abhéngen.
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Im vorliegenden linearen Fall erscheint dies natiirlich mehr oder weniger selbstverstéind-
lich, und wir kénnen die Entwicklung der Durchschnittstemperatur explizit angeben
zZu

t/p

0a(t) = 6,(0) + bop ; L'(s)ds. (4.37)

Interessant ist dann die Ubertragung auf den nichtlinearen Fall, siche Satz 4.5.

Bemerkung 4.4 Alternativ zu (4.36) kénnen wir auch die explizite Darstellung
(4.33) der Losung verwenden, indem wir die Norm von e~4? abschiitzen gem#f

lle™ | 2xx) = Cmax({exp(-=APt) 1 j = 1,2,3, k=1,2,...} U {exp(=AS0)}).

Dabei ist jedoch wieder )\él) = 0, und daher erhalten wir nur

t
o(8) 2222 < lloollx +C /0 17 ()l xds,

also (insbesondere fiir |i|, |I],]]'| klein bzw. fiir [ = 0) eine schwiichere Abschitzung

als (4.35).

Bevor wir nun im n#chsten Abschnitt zu unserem nichtlinearen Problem zuriickkeh-
ren, bemerken wir noch, daff wir mit der hier verwendeten Methode eine Abschétzung
wie (4.35) im nichtviskosen Fall nicht erhalten kénnen, da wir fiir [ # 0 auch im nicht-
viskosen Fall in E1 den Term )
— / xlufmdac
0

erhalten, dort aber keinen —vy fol u?., zum Ausgleichen zur Verfiigung haben, und
uns wegen des hyperbolischen Charakters der Impulsbilanz auch nicht durch Abzie-
hen eines Terms der Bauart nF; von E verschaffen kénnen. Die weiteren Terme wie
fol 2 1 ugdz und fol [boé?tdx machen in dieser Hinsicht keine Probleme, jedoch scheint
es so, dafl wir die viskose Ddmpfung bendtigen, um insgesamt eine Abschitzung wie
(4.35) zu bekommen.

Da der gleiche Effekt auch im nichtlinearen Problem auftritt, werden wir uns deshalb
auch dort in Abwesenheit von viskoser Ddmpfung auf den Fall [ = 0 einschriinken.

4.3 Der nichtlineare nichtviskose Fall

In Abschnitt 4.1 haben wir gezeigt, daf8 die Bedingung o.(I,0) > —pun? notwendig ist
fiir die Stabilitit der trivialen stationiren Losung (0,0). In diesem Abschnitt zeigen
wir nun zunéchst fiir [ = 0 durch Ubertragung der Methode aus Unterabschnitt 4.2.2
gleichsam die Riickrichtung, d.h. daf eine Losung (u, #) zu Anfangsbedingungen nahe
(0,0) exponentiell gegen eine triviale stationire Losung (0,60*) konvergiert. Dabei
bendtigen wir noch die zusétzliche Bedingung

09(1,0) #0 (< 1#0 nach (H4)) (4.38)
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des Nicht—Verschwinden der (linearisierten) thermisch—mechanischen Kopplung, siehe
Bemerkung 4.3. Die Ubertragung der Methodik aus Unterabschnitt 4.2.3 auf den
nichtlinearen viskosen Fall folgt dann in Abschnitt 4.4. Dort kénnen wir auf (4.38)
verzichten, hier notieren wir jedoch zunéchst folgende Definition:

Definition 4.3 Zu der gegebenen freien Energie ¥ nennen wir die Menge
S=1{(1,0) €IR? : 0.(1,0) > —pn? und | # 0}
das zu (Py) gehorige Stabilititsgebiet der trivialen stationdren Lésungen.

Zur Anschauung verweisen wir auf Abb.4.1. Dort ist S schraffiert skizziert fiir ¥
in der Form (2.10) mit den in (2.12) gegebenen Daten, wobei wir jedoch um eine
aussagefihige Skizze zu bekommen u auf den stark tiberhchten Wert 1 = 200 gesetzt
haben. Der Grund ist, da8 wir fiir S \ {(#,0) : > 0}, also kurz gesagt fiir die
Hohenlinie o.(1,0) = —un? folgende explizite Auflésung bekommen, vgl. (2.13).

1(0) = /y1(0) und I3(0) = /y2(0),  wobei

3y 902 a;  pmlil
-t
100&3 100a3 5043 5043

y1,2(0)

Fiir das urspriingliche g = 2 - 10710 ist S wegen un? ~ 2-107Y < a1(0 — Oy),
(denn @ — Oy = O(1)) graphisch nicht von den in Abb. 4.1 ebenfalls dargestellten
Kurven =+lq,l5 zu unterscheiden. Der Punkt ist aber gerade der, dal wir Stabilitéit
der trivialen stationdren Losungen auch jenseits der Kurven =l;,ls erhalten, die in
der 0, -Parameterebene die Gebiete mit o, < 0 bzw. mit o, > 0 voneinander trennt.

0.1F } 1 ' :{2/ / '
0058 | | ﬂ;{z/ i |
0 g‘;/f\“ i S!H >

-0.05

-0.1 1 I Jﬂv / / lBE/fQ 1O 4

330 340 350 360 370 380 390 400 410

Abbildung 4.1: Die Kurven =+ly, lo, +11, 5, das Stabilitdtsgebiet S, p stark iiberhoht.

Satz 4.4 (in Ubertragung von [Sle81], Theorem 5.1) Es seien (1,0) € S, | = 0 und
(ug,u1,00) in H= H»(0,1) x H3(0,1) x Ha(0,1) mit
ol s + llunll s + 1160 — Oll s

hinreichend klein. Dann konvergiert die Liosung (u,0) von (Py) zu diesen Anfangs-
daten exponentiell in H gegen eine triviale stationdre Lisung (0,6%) mit (1,0%) € S,
d.h. es gilt eine Abschdtzung

[(u,0)|2 < C|(u, 0)i—g|2e™ 2t mit C,v > 0. (4.39)
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Dabei ist die Halbnorm |(u,0)|s definiert durch
0,03 = Il B+l + e 3 + 100020 + 10020, (4.40)
und 0?ug und 940 sind gegeben durch (2.7a,b), d.h.
afuo = O'(axU(] + lp, 90)1 — ,uﬁfguo
0y = —

K 1
50y — — Oy 1,00)05u1.
R 0 \1,0909( ug + 1, 00)0puq

Wir geben zunéchst eine Skizze des Beweises, in Unterabschnitt 4.3.1 folgen die
benotigten Energieabschétzungen. Dabei sei durchgehend min u, := minge(o 1 uz(t, 7),
min 6 := ming¢o 1] 0(t,z) usw. Wie in Unterabschnitt 4.2.2 fithren wir eine Energie-

funktion E(t) = E(uzgzz(t), ..., 0u(t),...) ein, fiir die nun unter der Voraussetzung,
daf
2 _
[min(ug + 1), max(uy 4+ 1)] x [min#, max 6] C 355/30,0), (4.41)
wobei

B :=dist((l,0),0S)
= min{dist((, ), {(,0) € R*: 6.(1,0) = —pr® vV 1 =0})}

Konstanten r > 0 und R > 0 existieren, sodaf} gilt

r|(u,0)3 < E < R|(u,0)]3. (4.42)
Um die Abschétzungen iibersichtlich zu halten, schreiben wir ferner (2.7) als
Uy = AUgy + 00y — Ulpray (4.43a)
cly = dbzy + buy (4.43b)
mit
a=a(u; +1,0) =o-(uy +1,0), b=>b(uz +1,0) =0g(uz +1,0), (4.44)

C:C(’le—i-l,e):—\Ilgg(ux—kl,e)’ d:d(um+l70): %

Bemerkung 4.5 Tatsichlich hingt z.B. b = 09 = ¥} (u, + 1) bei unserer Zerlegung
(2.14) von ¥ garnicht mehr von 6 ab, ebenso wie ¢ = —U{j(#) und d = /6 nicht von €
abhéngen, sodafl bei vielen Abschitzungen, die wir im weiteren durchfithren werden,
wie z.B. vom Typ

bz | = |00e| [tze| + |og] [02] < O|uge| + [02])
~— ~—~—
<c <c

schirfere Abschéitzungen gelten, d.h. hier wegen ogg = 0 tatséchlich |b,| < Clugy|.
Wir werden dies im weiteren nicht beriicksichtigen, um zu zeigen, daf§ die Aussa-
gen hier auch fiir allgemeinere ¥ gelten. Die Zerlegung (2.14) diente hauptséchlich
zur Vereinfachung der Abschitzung in Lemma 3.6, allerdings werden wir einige der
Eigenschaften dieser Zerlegung in Abschnitt 4.4 wieder verwenden. Weiter liegt der
tiefere Sinn der Abkiirzungen (4.44) darin, die urspriingliche Energiebilanz mit dem
richtigen, d.h. konkret mit /6, zu testen, oder anders gesagt die durch 6 geteilte
Energiebilanz zu betrachten. Dabei werden dann die ,,Koeffizienten* —0Wyy = fc und
k = 0d durch 6 geteilt und anschlieffend geeignet abgeschétzt, und dann z.B. 0,.0 als
der ,wichtige Term* partiell integriert. Dies wird im néchsten Abschnitt klarer.



4.3. DER NICHTLINEARE NICHTVISKOSE FALL 61

Im Zentrum unserer a-priori Abschfitzungenﬁteht nun zunéchst folgende qurlegung:
Es sei ||u0||H5D + ||u1||H% + |60 — 90||H]3V < 4. Da (nach Satz 3.8 und wegen [ = 0)

u € C([0,00); Hp(0,1)) N C*([0, 00); H}(0,1)) N C3([0, 00); Hp(0,1)),
0 € C([0,00); H}(0,1)) N C*([0, 00); H'(0,1)),
existiert eine Zeit t1, so daf3
()| s + [Jue(®)]|zs + 110(t) — 00)|| s < 26 Wt € [0, 8],

(dies folgt bereits aus dem entsprechenden lokalen Existenzsatz). Nach Sobolev er-
halten wir daraus fiir ein 6 = C'd die Abschitzungen

’um‘7 ’u$$’7 ‘uxxx’7 \Bﬁul, ‘ut’7 ‘utm‘7 ’utxx‘7 ’utt‘7 ’01"7 ‘0$$‘7 lat‘ S 5 (445)

vVt € [0,t1] Va € [0,1]. Die punktweise a-priori Beschrinktheit dieser Terme spielt
eine zentrale Rolle im Beweis von Satz 4.4. Wegen (I,0) € S konnen wir dabei weiter
0 so klein wihlen (eigentlich wihlen wir stets ¢), dafl fiir alle ¢ € [0,¢1] gilt

2 _
[min(uy + 1), max(ug + )] x [min 6, max 6] C Bg; (1, 0)
Damit erhalten wir auf 0 <t < t; Schranken

—,u772<a0§a§a1 0<b0§‘b‘§b1

O0<cp<c<c 0<dyg<d<d. (4.46)
Unter den Voraussetzungen (4.45) und (4.46) gelte nun mit einem v > 0
E(t) < —vE(t), (4.47)
was wir im néchsten Unterabschnitt zeigen werden. Mit Gronwall folgt dann
E(t) < E(0)e . (4.48)

Dies gilt also bei uns bis jetzt fiir 0 < ¢t < t;. Weiter gilt jedoch noch (4.42) und damit
rl(w, 0)mt, 13 <E(t1) < E©)e™" < R|(u,0)zof} ¢
& 1 0)m B <l O)emolf
Gilt nun
|(u, 0) 0|2 < %evtw =: 6y,
so folgt |(u, )¢ |3 < 6. Dabei wollen wir weiter annehmen, daf8 § in (4.45) so klein

war, daf gilt ||0(t,-) — 0| < 3/3 fiir 0 < ¢ < t1. Damit konnen wir obiges Argument
fortsetzen auf 0 < ¢ < 2¢; und erhalten

R
| (4, 0) =ty 43 < ?!(u,ﬁ)t:o@ eV FT) = §e T fiir 0 <7<t

Nach gegebenenfalls nochmaliger Verkleinerung von § in (4.45) kénnen wir weiter
110(t,-) — 0]|oo < B/3 auf 0 <t <ty annehmen und damit auf 0 < ¢ < t3 fortsetzen.
Wegen der bei dieser Konstruktion folgenden exponentiellen gleichméfligen Konver-
genz von 6 gegen 0 brauchen wir § dabei irgendwann nicht mehr verkleinern, um auf
0 <t < oo fortzusetzen.
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Bemerkung 4.6 Die Schwierigkeit bei dem skizzierten Beweis liegt darin, beim ex-
ponentiellen Abfall von 8; die Konvergenz von 6 in einer hinreichend kleinen Kugel um
6 zu sichern, um damit fiir alle Zeiten (4.46) sowie (4.42) mit festem r zu erfiillen. Fiir
(ug+1,0) — 0S\{l = 0} geht pum? —ag und damit auch r gegen Null. Falls wir irgend-
wo einmal OS erreichen, bricht die gesamte Argumentation zusammen. Aus diesem
Grund miissen wir die sehr glatten (klassischen) Losungen aus Satz 3.8 betrachten,
um insbesondere 0, glelchmaﬁlg kontrolheren zu kénnen.

Wieder mit 6,( fo (t,z)dzx und fo —0,(t))%dx < fol 62dz kénnen wir die
Aussage von Satz 4.4 auch schreiben als

(u(t,-), 0(E, ) = Oa(O)|l s rs < egt\/?\!(?to,ﬁo = 0a(0))[ 5 113
und [64(t) — 6% = 0
Dabei ist die Grenztemperatur 6* eindeutig bestimmt durch
ED(1,0,6%) £ Ey := B (9yuq + 1, uy, 0),

denn fir alle (g,0) gilt
1
DyED(e,0,0) = / —0Wgg(e,0)dz > 0 nach (H3). (4.49)
0
Hierauf werden wir in Kapitel 6 noch einmal zuriickkommen.

4.3.1 Energieabschitzungen héherer Ordnung, nichtlinear

Wir fiihren folgende Energiefunktionale ein

1
El(t) = % f(] ut2tm + ath:v:v + CHtQm + :U’(a:%ut)de

(4.50)
Bs(t) = & [1(0Pue)? + a(92u)? + cb2,, + p(d3u)® da
Weiter bendtigen wir die Hilfsfunktionale
Fi(t) = fol UgzpUstzdr  und (t) = fol —Dud3uyde, (4.51)

und setzen
E=FE|+ E; —n(F + F»),

fiir ein noch zu bestimmendes 7 > 0. In diesem Abschnitt setzen wir nun stets (4.41)
und damit (4.45) und (4.46) voraus. Zunichst ist die Aquivalenz von E zu |(u,0)|3
zu zeigen. Wir zeigen r|(u, 0)|3 < E fiir ein r > 0, die andere Richtung ist trivial. Als
Abkiirzung benutzen wir

& = ag + pm. (4.52)
Nach Voraussetzung gilt @ > 0, und damit existiert ein A € (0, 1), sodaB gilt

Bl ::@—AMW2>0.
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Betrachten wir zunéchst den zweiten und den vierten Term in Fs, so gilt

1 1 1
— 2 2
/0 au :m::m:dx >a0/0 :m::m:dx - (Oé — MuT )/0 u:m::v:vdx

1
=(a — um® — (1 — )\),u7r2)/0 u . de. (4.53)
Nach Poincaré gilt /‘fo U2, dT > um? fo u2,,.dr und damit
1 , [ L

und zusammen erhalten wir aus (4.53) und (4.54)

1 1 1 1
/ a(@iu)de—i—u/ (2u)?dx > (Oé—)\/MTQ)/ (O2u)de + Mu [ (Pu)?dz.
0 0 ~———J0 \;0-’ 0
$1>0

Analog verfahren wir in £7 und erhalten

1 1 1
2 2 ) 2
A AUy + :u'ut:m::vdm > ﬁl /0 utmmdx + )\/O ut:v:m:dx

wobei wir aus F» sogar noch ein fo dx iberhaben. Weiter gilt

ut:v:m:

1
/ (02, 4 62,.)dx > co / 02, + 62, dx. (4.55)
0

Als nichstes sind die zwar in |(u, 6)|3 jedoch iiberhaupt nicht in E;+ E5 auftauchenden

Terme

2,2 2 2 2

2 n2 2
U 7uxvuacacvuxmcvut?utanutt?‘ga:vexx und 0

abzuschétzen. Dies ist bei den ersten neun einfach gem#fl Poincaré zu

_ 1 (A1) _ 1 (A2) _ 1
51718/ wlde < 51716/ uidm < 51714/ uimdx
0 0 0
(A1) _ 1 A2) _ i
< 6171-2/ u?za}a}dx < 61/ uazcxxxdx’
0 0

oder kurz

/B1 ! 2 2 2 2 2 2 ! 2
0 0

und analog
B[t 2 2 = [ 2 1t 2 2 ! 2
7/ Uy —|—ut$—|—utmdm<ﬁl/ Up,d, 5/ utt—i-uttxdxg/ Upy, AT,
0 0 0

1
/ 02 4+ 02, + 02 dx < co/ 62, .dx.
0
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Betreft fol 9?dz bekommen wir jedoch nur

1 1 1
/efdxg(/ thm)2+/ 02 dz.
0 0 0

Im linearen Fall galt dabei fol Ordz = 0, vgl (4.10), hier zeigen wir, dal wir (fol thac)Q
nach oben durch C'(E; + E) abschétzen kénnen. Es gilt

</01 thm>2 = (/01 %(d@m + bum)dm>2

1 1 _ B 2
= < |:g91. + 9ut:| —/ dl‘c 2 dcl‘ 91- + b$c 2 bc£ Utdﬁl’:)
Cc C 0 0
N—————

—— N
0 |<Cs -|<Cs
1 2 1
< (ca/ 0] + |ut|dx> < 05/ 02 + uldr, (4.56)
0 0

denn mit (4.41), (4.45) und nach Definition von a,b, c und d gilt

62| < |09 (uz + 1, )| [t | + 000 (e + 1, 8)] 10:],
——— e N— N

<C <5 <C <5
lex| < logg(ug + 1, 0)] |ugs| + [Pogo (ur + 1, 0)] 0] (4.57)
—_— e —/
<C ) <C <5

analog mit |d,|, und nach Voraussetzung (4.46) sind auch b, ¢ und d selbst beschrénkt.
Mit (4.56) folgt nun r|(u,0)| < Ej + Es fiir ein r > 0, und die bendtigte Abschétzung
r|(u,8)|3 < E folgt dann fiir n hinreichend klein mittels n|Fy| < Z fol u?, +u,dr und

1
77|F2| < g f(] u%:m: + u%mmmdx

Die Philosophie bei der Wahl von E ist, beim Differenzieren von FEp, F5 nun negativ
definite Terme in 67,,, 62, erhalten, und ansonsten nur Terme mit Ableitungen von
a,b,cund d. Die letzteren werden wir dhnlich wie in (4.57) abschétzen, und die erste-
ren zum Erzeugen weiterer negativ definiter quadratischer Terme verwenden. Weiter
bendtigen wir noch negativ definite Terme in u?, und u2,_ ., die wir aus £} und Fp
erhalten. Generell setzen wir beim Ableiten von £ wieder voraus, dafl u,0 und ¥ so
glatt sind, daf alle auftretenden Terme existieren. Die Aussage folgt dann fiir u, § und
¥ so glatt wie in Satz 3.8 gegeben wieder mit dem {iiblichen Dichtheitsargument. Man
beachte, daf alle in F selber auftretenden Terme wohldefiniert sind. Wesentlich ist
weiter, dafl alle geraden Ableitungen von u, ug, us, . .. und alle ungeraden Ableitungen
von 60,6;,...in x =0 und x = 1 verschwinden, und wir deshalb bei den von uns nun
durchgefiihrten partiellen Integrationen keine Randterme erhalten. Wir beginnen mit

1
. 1 1
E, = / Uty Uttty T §atufm + Utz Uttzs + §Ct6t2g; + OOtz + [UtzzaUitzzade, (4.58)
0
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und betrachten die Terme einzeln wie folgt: Unter Verwendung von (4.43a) gilt

1 1
/ uttzutttzdx - / utta:(auaraz + bax - Muxxxx)txdx
0 0

1
:/ utta:(ata:uxx + aiUzye + (auta:a:)ar
0 w_/

©)
+ btmem + btearar + bxetx + betxa: - Magut)dx
S~ N
©) ®

Durch zweimalige partielle Integration kiirzt sich nun us,. - @ gegen den letzten Term
in (4.58), denn

1 1 1
5
/ Uty - @d.%' = / _,U'utm:amutdw = - ,U'[uttz Utrzzx + M/ uttxxutxa:xxdx
0 0 0

1
= | Utttz ut:v:m:] - N/ uttmmmutmmmdx
0
=0

Ferner kénnen wir den unerwiinschten dritten Term auyy, Uy, in (4.58) mit nicht
abgelittenem Koeffizienten a durch partielle Integration des Produkts aus us, und (@)
eliminieren, denn

1 1 1
/ Uty - @d.%' = / Uttx (auta:a:)azdx = [uttmaw - / Uitz AUty dz
0 0 0 ———
-0 @

sodafl sich (@) gegen den dritten Term in (4.58) kiirzt. Wir bauen nun den vorletzten
Term in (4.58) um: Zunéchst gilt

Otabite =(cO0t)te Otx —Orz(crabi + ctbiz + co O ),
—~— —~—
@ *
wobei wir spéiter den ansonsten nirgendwo mehr auftauchenden Term * geméf

d b
Ot =(= 02z + ~ugz)r < |(d/)e] [Ozz| + |d/c| Oraz] + [(b/C)e] [ura| + b/ c| [usta]
c c ~— ~— ~—— ~—
<Cs <c <Cs <C

ersetzen konnen, und dann die kritischen Terme C'|6y,,| und C|uy,| unter Verwendung
des ¢, wieder zu

1 1 1 1
c/ |z ||Oree|dz < 05/ 62,.dx und c/ | ||tz |da < 05/ u dx
0 0 0 0
abschétzen konnen. Weiter gilt nun

(Cat)tz :dm:ea:a: + dtemmx + (detmm)m +bt$utx + btutmx + (butm‘)ma
~—— ——
® ©)
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und mit partieller Integration erhalten wir

1 1
/ @ . @dw == at;p dat:m:] - / d9t2$$ dx’
0 ~ 0 =
=0

1 1
. =[Oy bupss] — b0y Uiz A
/0 @ @dﬂC L_%/ Ut ] /0 t@utt X

Der Term (9 kiirzt sich nun gegen iibergebliebenen unerwiinschten Term wuyy, - ), und

der Term (8) ist der gewiinschte negativ definite quadratische Term in #2,,. Zusammen
erhalten wir
1
E, :/ AUz Utz + QpUtteUzzr + OtaUptaOr + billprsOps + bypry O
0
Lo L oo
+ §atut;m; - §Ct9tg; - Ctmat:vat - C:vat:vatt + dtmat:vamm + dtat:vammm
+ btmat:vutz + btetmut:v:v - da?;m; dxa
und mit analoger Rechnung
(4.59)

1
E, = / D2ad2udduy + 302a03udPuy + 2a,05udu; + 0369,00%u,
0

1 1
+ 302002003 uy + 59,0320 u, + 5at(aggu)Q + ict(agef

— 020,020 — 30%¢0,0,020 — 30,c020,020 + 02dD>00,.6

+ 302d(920)? + 20,dD20030 4 9200, u: 030 — d(0260)* du.

W

Der Vollstédndigkeit halber skizzieren wir noch eimal die Rechnung bei Fs. Es gilt

rxrxr

1
Es :/ T (aum + b0, — ,u(?ﬁu)
0

4.60
+ %at(aﬁu)Q + adtudiu, + %cﬁim + ¢020020; + poPudduyda o
mit
(AUgy + b0y — POIU) p2r =Arzalize + 30zplzry + 3000 + adiu (4.61)
+ bagals + 3bga0z0 + 304050 + b2 — poLu '
und
caié?@i’é?t = (0t) veabpzz — Orwa(Conabi + 3C22010 + 3¢20t22) (4.62)

mit wiederum

(Cet)mmm :(dezms + butz):m::v
=dppeOzz + 3dezbpee + 3d040 + dO3H (4.63)
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Bei partieller Integration in (4.60) fallen wieder die Randterme raus, und wir erhal-
ten die Darstellung von Es in (4.59). Als Beispiel dazu betrachten wir die partielle
Integration des vierten Terms dd26 auf der rechten Seite von (4.63) mit dem zweiten
Faktor 6,,, des ersten Terms auf der rechten Seite von (4.62), und erhalten

/ 20dD30dx = [020d 920 / D20d,020 + d(0160)d (4.64)
\/

Der erste Term der rechten Seite von (4.64) ergibt zusammen mit dem Produkt aus
dem zweiten Faktor des ersten Terms der rechten Seite von (4.62) und dem dritten
Term der rechten Seite von (4.63) den Term 2d,0%0920 in Ey. Der Term —d(920) ist
schliellich wieder der, den wir erhalten wollten, und nach Voraussetzung 0 < dy < d
und Poincaré gilt

/ —db?, dx < —— / 02, + 02, dx,
0

1
0

Analog zu (4.59) erhalten wir

1
" 2
Py :/ uttg; (a ut) — QU + butmetmm + ptUpe Uty + QtUgze Uty
0

+ bigO0puty + 0iOrztiiy + bybOipusy dx,
. 1
0

— 302a(93u)? — 20,a02ud>u — 9260003 u — 302b02003u

— 30,002003u dx,

und dabei gilt wiederum

1 1 1
_UA :U'(agu)Q + aui$$$d$ < —Wﬁl/o u?za}a}xdx - 77)‘/1'/0 u?zma}a}mdm
Bemerkung 4.7 Im Unterschied zu Unterabschnitt 4.2.2 bekommen wir also Wegen

sodaf wir nur noch einen solchen in u?,,, erzeugen miissen, d.h. der zu (4.29) analoge
Schritt fallt nun weg.

des Grenzflichenterms bereits aus Fb negativ definite Terme in u

‘Wir notieren noch
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und erhalten damit in
E = (rechte Seiten von (4.59)) — n(rechte Seiten von (4.65))

negativ definite Terme

_dp do do do do do o
thxxv - 6t2a:7 - egxxxv - 692090907 - 93253[:7 - 9 Ha:
aus (4.59) und
" " b1 b1 b1
2“t2ta:7 - zutn —nAp(@u)?, Tuixmw _Tuixx7 _Tuazcx

aus (4.65). Als niichstes erzeugen wir einen negativ definiten Term in 67 mittels

do do [ 1 2 dy !
" amd <z</0 thx> _Z/o 02dz,

und bemerken, dafi nach (4.56) gilt

‘?(/ thx> <ca/ 02 + uldz.

Jetzt verwenden wir wieder die fiir uns wesentliche Beobachtung aus [Sle81], dafl wir

—62,.. und —602, mittels der Ungleichung (4.27) einen negativ definiten Term
—Uj,,. erzeugen konnen, d.h. wir fithren eine zu (4.28) analoge Rechnung durch. Dazu

berechnen wir zunéichst unter Verwendung der Energiebilanz (4.43b)
d0y0x :(Cet - butm)m — dp0py = 20t + cOpy — by — Dy — dypOyn

~ dOpran _sz:at + 2¢30i0 + cOrpz — brptr — 2bpU00 — OUizer — dpeOrs — dpOrze

~ Hgm:rm d2 ((C‘gtzx buta:a:m)2 + Rl) s
wobei

Ry =207 + 2¢4001C0010 + o0 Oty + - - - + d262

7 TrTxrxr

nur aus Summanden besteht, die in mindestens einem Faktor eine einfache oder dop-
pelte Ableitung von b, ¢ oder d nach x enthalten. Es gilt nun

do dl 262 dl
2 / 02, + )de < — o 2 02, + (Brow — bltgzes)?® + d2R 1dx
dO 1 1 + 041 212 d%
< _ Y -7 ht §
=T i /0 o 5o 0wz + 7T 2 boumm + 2 Ridzx,

wobei wir (4.27) mit oy = d3/c2 > 0 benutzt haben, und genau an dieser Stelle
bendtigen wir 0 < by < |b| < by und darum ! # 0 in Definition von §. Wir setzen

= do a1 2 dob%
b= 1m0 =gz L oy
4d3 2 + 2 8(c +di)
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und mit Poincaré bekommen wir wieder

> ﬁQ
_ﬁQ/ uta:a:a:dm < -5 0 utzxaz + utzx + utz + Uy d.%'

Man beachte dabei, da8 35 nicht von 7 abhingt, und da wir damit insbesondere die
aus F1 und F2 stammenden in F positiv definit auftretenden Terme

1
n /0 (b + DUy, + aug,,de

kontrollieren kénnen.
Als néichstes schitzen wir die jeweils vierten Summanden aus F; und Fb, in denen b
ohne Ableitung auftritt, wie folgt ab. Zunichst gilt

Ba !
— —/ / Htmwdx—i—n\/ bty Oy pdir]
4 0
3 n62 do 77b2/ 9
< (— A 0; d
_(4+2)/0 vt (-2 ) [ e
<_@/  da _d 92 dx
0

fiir n hinreichend klein. Die Abschéitzung des vierten Terms in F5 bedarf etwas Auf-
merksamkeit, da wir einen —u2 . Term nur mit Vorfaktor 7 zur Verfiigung haben, es
gilt jedoch nach Young

d
0

2
< (—"—Bl+ b2)/ mmdm—l—(———i-n—bl) egmdm
0

2 1
np do

wenn wir zuerst 7 so withlen, da8 b7 < 3;/8, und dann 7 so, daf nb%/(élT) < dp/8.

Es bleiben die Terme aus F und Ry mit abgelittenen ,, Koeffizienten* wie a,, gz, Gzzz,
ag, Giz, by, ... abzuschétzen. Die einfachen Ableitungen wie ag,ay, by, ... haben wir
bereits in (4.57) abgeschitzt geméf (noch einmal als Beispiel)

d
la¢| = \ ag(ux +1,0)| <|oce(uz + 1, 0)ugt| + |oco(us +1,0)0;] < C§
und damit folgt (wieder als Beispiel)
1
‘atuttua‘a}‘ S §Cé(u?t + u?:x)

Die gleiche Technik kénnen wir auch fiir alle Terme mit zweifach nach x abgelittenen
Koeffizienten verwenden wie z.B.
|a:m:| :|0'e€uix + OcUpyy + 2056ummex + 0-699325 + 0-69:1::1:|
<oee| [uF ] +loe| [taae| +2]0co] [uael02] +lovo] 103] +lov] |02z < CO.
~— —— N—— ~—~ ~——

<62 ) <62 <62 <5
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Terme mit Koeffizienten mit gemischter zweiter Ableitung wie etwa den ersten in Es
schéitzen wir wie folgt ab:

3 2 2
|atmummuttz| = |(85 OUggUgt + ag 86091ut:v + ag OUtga

+ 02090 Uz 0y + 0050001 + 0-090 Oz Ygztisss|
~~
@)
< O ([ugapttte] + Oputiz|) < Cé(uix + ut2t + 9t2x + thta:)

Zu beachten ist hierbei, dafl der unterklammerte Term (1) als einziger innerhalb der
Klammer nicht nach (4.45) durch § beschrénkt ist, und deshalb gegen den in (4.45)
enthaltenen Term |u,;| ,getauscht* werden muBte.

Analog verfahren wir Termen mit dreifach nach x differenzierten Koeffizienten, z.B.

Arrx zﬁgau‘;’m + 36309u§x9x + 38§0umumx + 383630um9g + 386209umﬁm
+ 3020¢Uppeby + 305004040 + 03005 + 0e02U + 020020z

Der letzte Term ist nicht punktweise beschrinkt, aber wir konnen |o.0,.:02u03u|
als Teil von 02ad?ud3u;, also des ersten Summanden von FEs, abschiitzen durch
|020022:02ud3us| < C6|03003u,|, da eben |ug,| < & nach (4.45). Insgesamt erhalten
wir nun

1
+ 02+ 02, + 02, + 07 + 07 dx
dO ! 2 2 2 2 2 2
- Z / Ht + etm + Htxx + ax + axx + emmxdx
0

3o ! 2 2 2 n ! 2 2
- Z 0 Uty + Utza + uta:a:a:dx - Z 0 Uyt + uttmdx

7761 ! 2 2 2 ! 5. 1\2

4
<-—vFE
fiir ein v > 0 bei geeigneter Wahl von 4, was zu zeigen war. a

Bemerkung 4.8 In [Sle81] wird das System (4.43) ohne die Regularisierung durch
die Grenzflichenenergie (1 = 0), mit in einer Umgebung von ¢ = 0,0 = 0 in ¢
konvexen freien Energie betrachtet, d.h. insgesamt mit den sinngeméf} (4.46) entspre-
chenden Voraussetzungen

0<ag <a=o(ug,0) <ar, 0<by<|[b] <by,

(4.67)
0<cp<c<c, 0<dy<d<d,
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wobei 6 die Differenz zu einer Referenztemperatur bezeichnet, und der Warmeflufl
von # und 6, abhingen kann. Als Randbedingungen betrachtet Slemrod zum einen
Uy =0, # =0in z = 0,1 sowie zum zweiten

u=0,0,=0 inz=0undz=1. (4.68)

Fiir beide Fille wird dann ein im Vergleich zu unserem E eher komplizierteres Ener-
giefunktional benutzt, um fiir hinreichend kleine Anfangsbedingungen

ug € H3(0,1), wuy € H*(0,1) und 6y € H*(0,1)

mittels des Banachschen Fixpunktsatz nach Betrachten des entsprechenden linearen
Hilfsproblems (vgl. Abschnitt 3.4) zunéchst die Existenz lokaler glatter Losungen zu
beweisen. Das entsprechende E wird dann weiter verwendet, um die globale Existenz
der Losungen, sowie fiir die Randbedingungen (4.68) die gleichméBige Konvergenz
von

U, Uty Ugy Utty Uty Uz, Hta 0907 Oze — 0

zu beweisen (Theorem 5.1). Aus dem Beweis dieses Satzes in [Sle81] haben wir nun
neben den Bezeichnungen a,b, c,d und der mehrfach erwiahnten zentralen Idee, die
thermisch-mechanische Kopplung zu verwenden, um aus den Termen —62,,
thermischen Dissipation negativ definite Terme in u?,,, zu erzeugen, weitere Tech-
niken, —wie z.B. das Abschétzen der abgeleiteten Koeffizienten wie |ay|, |az.| usw.

durch Cé von Slemrod iibernommen.

usw. der

Zum Schlufl bemerken wir noch, dafl es auch bei Slemrod wesentlich ist, hinreichend
glatte Losungen zu betrachten, und deshalb hinreichend glatte Anfangsbedingungen
und auch ein hinreichend glattes ¥ vorauszusetzen, damit insbesondere (4.67) stets
erfiillt ist.

Wenn wir bei uns (4.46) global voraussetzen wiirden, so kénnten wir die gleiche

Rechnung auch fiir das z.B. eine Ableitungsordnung schwiichere Energiefunktional
E=F+Fy— n(Fl +F2) mit

1
Ei(t) = 5 Jy uir + augy + b7 + p(utzs)’dz
1
EQ(t) = % fo u%mm + auimm + cegm + ,u(umm)Q dl’

und
Fi(t) = fol wugdr  sowie Fy(t) = fol —Ugg Ut dT,

durchfithren. Da wir dabei jedoch die Kontrolle iiber ||6;|| verlieren, ist dies nicht
moglich, wenn (4.46) nur gilt, solange

[min(u,; + 1), max(uy; + 1)] X [min 6, max 6] C S,

vgl. Bemerkung 4.6.
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4.4 Der nichtlineare viskose Fall

Satz 4.5 Es seil € C3([0,00)) mit (1(0),0) € S, wobei nun S := {(1,0) € IR x R, :
o.(1,0) > —un?}. Ferner seien |I| und ||uo||gs+]|u1]| gs+1|00—0]| s hinreichend klein.
Es sei weiter (u,0) die zugehérige Losung von (P.), sowie 8 := dist((1(0),0),dS).
Schlieflich seien Eq, By und Fy definiert wie in (4.50) und 04(t) := fol 0(t,x)dx.
Dann gibt es eine Zeit T' > 0, sodaf$ fir 0 <t <T gilt:

dist([min(uy + 1), max(u, + 1)] X [min 6, max 6],0S) > 3/2, (4.69)

und es existiert ein n > 0, sodafy auf 0 <t < T fir E := FEy + Ey — nFy ferner die
Ungleichung

rl|(ult, ), 0(,-) = 0a(t))l[7g5 s < E+1(1)? (4.70)

mit einem r > 0 gilt, sowie die Abschdtzung
E(t) < E(0)e ™ +C /0 t(ﬁ + 24 e dr (4.71)
fiir ein v > 0, und damit insgesamt
[1(ut, ), 0(t,) = Ba() s s <

t
%(E(O)e”t +C / (P+P+7THe " dr + l(t)2>. (4.72)
0

Im Falle | = 0 kénnen wir dabei die Anfangsbedingungen so klein wéihlen, daff T = oo
gilt, und |(u,0)|3, definiert wie in (4.40), exponentiell gegen Null konvergiert.

Bemerkung 4.9 Diese vorsichtige Formulierung der zu (4.35) analogen Aussage
(4.71) haben wir gewahlt, da die Abschétzung (4.71) voraussetzt, dafl (4.69) gilt. Auf
der anderen Seite folgt (4.69) aus (4.71) falls wir hinreichend langsam ziehen, und
mit [ innerhalb , geeigneter Bereiche“ bleiben. Das Problem ist jedoch, daf die geeig-
neten Bereiche fiir [ (sodafl (4.69) gilt) aufler von min u,, maxu, (von diesen wissen
wir direkt aus (4.71), daf sie fallen bzw. klein bleiben) auch von [min #(¢), max 6(¢)]
abhéngen, und wir diese deshalb nicht a—priori festlegen konnen. Durch (4.71) kénnen
wir jedoch ||0¢]|c und damit auch [min é(t), max 0(t)] geeignet kontrollieren.
Benutzen wir schliefllich wieder wie in Abschnitt 4.2.3 die Reskalierung I(t) = [,(t) =
L(pt), und sei T} daBl T aus Satz 4.5 fiir p = 1, so wird (4.72) zu

[[(ult, ), 0(¢,) = Oa(t)l |5 xmss < Cop + ¢ 23/E(0) + O(p)

fiir 0 <t < T, :=T1/p, wobei wieder C§ := C max{|L/(s)| : 0 < s <T,}. Offen bleibt
die Frage, wie nun 6, : [0,7,] — IR in Abhéngigkeit von [ : [0,7},] — IR charakterisiert
werden kann. Wir vermuten, dafl dies in etwa analog zu (4.37) mdoglich ist, und zwar
in der Form

0.(t) = 0,(0) +Cp /Ot/p L'(s)ds + O(p?).

Der Term O(p?) erklirt sich (in unserer Vermutung) daraus, dafi im nichtlinearen
System jede Bewegung des Drahtes mit der Geschwindigkeit p auf Grund der viskosen
Diampfung zu einer Erwirmung in der Gréfenordnung ~p? fiihrt, unabhéngig davon,
ob wir am rechten Rand ziehen oder driicken.
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Beweis von Satz 4.5. Die erste Aussage, dafl ein 7' > 0 existiert, sodafl (4.69) gilt
fiir 0 <t < T, ist klar aus dem lokalen Existenzsatz 3.4. Auf 0 <t < T erhalten wir
dann wieder die Schranken (4.46).

Nachdem wir dann (4.71) gezeigt haben, ist die Aussage fiir [ = 0 am SchluB von
Satz 4.5 ist vollkommen analog zu Satz 4.4, da wir die analoge Aquivalenz von E und
|(u,0)|3 bekommen. Fiir [ # 0 sind jedoch E und |(u, #)|3 nicht mehr #quivalent, und
wir zeigen zunéchst (4.70). Hier gilt

o ! 2 ! NE
0 uxxxxdx = 0 (u:m::m: + x;) — 2x;ummmm —x de

=0 auf Rand
1! l ! 12 2
SF/O (32u+;)2d.%'+7'/0 uixmdx—i_zﬁ—i_?)—/ﬂ
1 1 '
gp/o (O2u)?dx + T/O U2 pndr + O(7)12

und deshalb mit den gleichen Bezeichnungen wie in (4.52), also & = ag + pm?,

1
| @R+ o>

1 1 1
(1= Np [ @uPde -+ [ @wids + (@ = hur — (1= Npr?) [ iy
0 0 0

~~
=ag

1 1
> (& — Aum? — 1) / u?,dr + )\u/ (2u)?dx — C(T)I  (4.73)
~——0 0
=161
mit 3; > 0 fiir ein geeignetes A € (0,1) und 7 hinreichend klein. Die niedrigeren
Ableitungen von u kénnen wir dann wieder unmittelbar nach Poincaré abschétzen zu

1 (A1) 1 1 (A2) 1 1 (A1) 1 1 (A2) 1 1
2 2 2 2 2
/0 udr < = ; uydr < F/o U dr < 5 ; Uppry dT < i ; Uy AT

da wir dabei die richtigen Randbedingungen haben, und (4.70) folgt dann mit

1 (A2)1 [t
/(H(t,x)—ﬂa(t))de < —2/ 02dr und
0 ™ Jo

1 1
/ 02, dx 2%0 / 02+ 02 +0%dz.
0 0

Man beachte, daf§ wir auf diese Weise auch wieder ||0¢|| durch E kontrollieren
konnen. Zum Beweis von (4.71) schétzen wir schlieBlich das Funktional E #&hnlich
wie in Unterabschnitt 4.3.1 ab, wobei wir die am linearen Fall in Unterabschnitt 4.2.3
vorgestellten Anderungen durch die viskose Dampfung und wie in (4.73) die verénder-
ten Randbedingungen beriicksichtigen. Zusétzlich zu den Abkiirzungen (4.44) setzen
wir noch g = g(#) = %, konnen dabei 0 < gg < g < g1 auf 0 < ¢ < T voraussetzen,
und schreiben das nichtlineare viskoelastische System als

Ut = AUy + 0Oy — flpzre — xl + YUtz (4.74a)
by = dbyy + b(ug, + l) + g(ue + 1)2 (4.74b)
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Man beachte, dafl wir iiberall die Argumente (u; +1,6) (bei @ und b) bzw. nur 6 (bei
b,c und g) von a, b, ¢,d und g weglassen, und z.B. b(u; +1) eine Multiplikation meint.
Die Anfangsbedingungen seien wieder so klein, daf fiir 0 < ¢ < T nach Sobolev gilt

[uel, [z, Usze], |(9;1u|, |wt], [wie ], [tz |, (e, |02, |02zl 0] <0, (4.75)

mit einem noch zu bestimmenden § > 0. Beim Ausdifferenzieren von F beginnen wir
mit £ und erhalten

1
. 1 1
E = / Utz Uttte + 5%“?;;;3; + aUtza Utz + §Ct9t2$ + 420112 + Nagutaguttdx, (4.76)
0
wobel nun
1 1 .
/ uttzuttt:vdx :/ Uttx (au:m: + bam — WlUgppr — xl + r)/utmm)t:v
0 0

1
:/ Uttx (atmu:m: + arges + (autmm)x
0 H/_/

©
+ bt:vam + btezm: + bmetm + betmm - (Ma;lut + xl):v + utt:m::v)dx-

@ ® @

Dann gilt weiter

1 1
/ Uty * @dx = - [utt:v (,Uut:v:v:m: +xl )](1) + / Uttzx (,Uut:m::m +xl )dx
—_—
0 ~ 0
1 1 e
=1\ Utttz Nut:v:v:v](l] - / Mutt:v:vxutmmmdx - / Utz T | dz (477)
0 0
-0 —_—

@
! 1 ! 2
/ Utty * @dw :[uttzryutt:v:v]o - ’7/ utt:m:dx
0 0

und

1 1
1
Upte * T =|a Uppy U — AQUppr Uttrr AT 4.78
/0 ttx @d [ trxx ttz]() /0 texx Uttxx ( )

Dabei kiirzt sich der letzte Term in (4.78) gegen den dritten in (4.76) und der vorletzte
Term in (4.77) gegen den letzten in (4.76), wodurch wir schon einmal zwei der Terme
mit nicht abgelittenen Koeffizienten los sind. Terme von der Bauart wie (@ werden
wir dann im weiteren stets nach Young abschétzen zu

1 1
1...
/ UttezT | dr < T/ udyde + — 2, (4.79)
0 0 8T
und am SchluB 7 geeignet wihlen. Dies ist dabei die Stelle, an der wir fiir Zz 0

mit der hier verwendeten Methode im nichtviskosen Fall scheitern, da wir dort kein
— fol u2,,.dx zur Verfiigung haben.
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Weiter ist zu beachten, daf fiir die nach x abgelittenen Koeffizienten wie in Unterab-
schnitt 4.3.1 weiterhin gilt |az| < |occ||tuge| + |029]0z] < C6 (mit dem 6 aus (4.75)),
ebenso |b;| < Cd usw., und auch |a,,| < C§ usw., jedoch nicht fiir die Ableitungen
von a, b, c,d, g nach t. Fiir diese erhalten wir

lag] <|oee||ute + | + |ocol0s] < |0ce| [uta] + |oee| I] + |o20]|6:] < C(S + i),
N~ ~ ,
<C < <C <C$§

o] <loge|(Juee| + 1) < C(6+1),

K
el <= W O)10 < €6, 1dul < |10 < €6, il < | L1104 < €,

wobei wir also fiir |¢;| die Zerlegung (2.14) beriicksichtigen, und es fiigt sich gut, daf
nur beim Abschiitzen von |as| und |by| die zusitzlichen Terme CI bzw. CI auftreten,
denn a; und b, stehen stets vor Termen wie sy, Uzgs, O usw., die in (4.75) enthalten
sind. Deshalb kénnen wir dann z.B. den zweiten Term in (4.76) abschétzen zu

1 1 1 1 _ 1 _
—/ atu?mdx < —/ C(Sufm + C|l] |tz | [ttze|dx < C(S/ ufm + \Z\Qdm.
2 Jo 2 Joy \,5_/ 0

<

Terme wie fol %cté?mdx konnten wir jedoch nicht so abschétzen, wenn nicht ohnehin
lee] < C6 gelten wiirde. Entsprechendes gilt fiir die hoheren Ableitungen von a, b, ¢, d
und g, bzw. fiir die dahinterstehenden Terme, sodafl wir von nun an kein besonderes
Augenmerk mehr auf die Terme mit abgelittenen Koeffizienten legen werden. Nach
diesen Vorbemerkungen fahren wir nun fort mit

BiOtte =(COt)te Ot —0to(Crubi + 10tz + c2bi),
—
®
(Cet)tm :dtmamm + dtammm + (det:rm):r +btm (utm + l) + btut:m: + (b(utt:v + l)):v
—— —_—
© @
+ gtx(utm + l)2 + 2gt(utx + l)um:a: + (2g(utm + l)(utta: + l))xa

und mit partieller Integration folgt

1
/0 ®- Gz :Q,%dem]g— / 62, dz,

1 1
/ ® - @dr =[ O b(utm + l)](l) - / beta:a:(utta: + l) dzx.
0 0 ———

=0

Damit erhalten wir zum einen wieder den negativ definiten Term in 6?2, , und addieren

wir (b zu (2), so bleibt

txx

1 1
/ —1b0ygpdr < by / 02 dv+ —I2 (4.80)
0 0 4r
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iibrig. SchlieBlich gilt noch

1 1
= Uty . Uty NG — txx Uty . Uty [ €T
/ © @ ={ 1 2yl + Dl + DI | a2t + D e + Dy

und wir schitzen die ausmultiplizierte rechte Seite wie folgt ab:
1 1
—/ 2guz Uitz Orpadr < 05/ u, + 02, .dx  da |2gug,| < CO
0 0

1 1
- / 2 0yzpdr < CO( / 0%, .dx + 1?)
0 0 (4.81)

txx

1 1
1 . .
— / 2911013 dx < CT/ 0% dr+ 8—(l2 + ZQ) nach Young
0 0 T

1 1
— / 29Uty Otppdr < Cl/ Hgm + ufmdm,
0 0

und wegen dieser letzten Zeile miissen wir voraussetzen, dafl wir hinreichend langsam
ziehen (|I| < 0), um insgesamt zu erhalten

1
E| < / Uy — A6 dr + C(P + 12+ )
0
1
+C6 / Uy + Uy + O3 + On + 07 + 07 (4.82)
0
Mit neuer Nummerierung (1),(2) usw. differenzieren wir nun als néchstes Fo zu

1
By — L g
2 — Utzzx (uttxx)x + §atu1}x1}x + QUgrrrUtzrrr
0

1
+ §Ct9t2a: + Ceg:;m:etmmm + Nummmmmutmmmmmdxa (483)

wobei

1 1
/ Utzxx (utta:m)a:dx - [utxxa:uttxx](l) - / 8;121 (a$$u$$ + 2amumma} + AUy rrx + ba:a:‘gaz
0 0 +2b,0,0 + b0y00 — ,U*agu + 76§ut)dx
1
< /0 _ryu%mmmm - w_ aa:%uaﬁut +N6§Utagmi$
@ ©)
1
+C§ / ul, +ul,, 4+ 02+ 02 de, (4.84)
0

sodafl sich zunéchst (2) gegen den dritten Term von (4.83) kiirzt. Weiter gilt

1 1
/ 12, 0% udz :/ (u0tus + 2'1)0% — 2] OSudx
0 0
1
=[(u0tus + x7") Ouly — / pOPudou+ 1 0u + x| Sudx, (4.85)
———— 0 Y——

=0 ©
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und @ kiirzen wir gegen den letzten Term in (4.83). Den Term fol — [ Qdudz schiitzen
wir nach Young ab zu fol — 1 O5udx < T fol (0%u)?dx + 2= 'i?, und aus F werden wir

einen —u2__ . Term erhalten. Jetzt ersetzen wir O%u unter Verwendung der Impuls-
bilanz durch
1 4
agu - _(uttmx — QpgpUgy — 2amumxmm — QUggzx — 'Yaxut - bxxeaz - Qbmearar - bea}a}a})

und schétzen dann wie folgt ab:

"f;

1 1
— / xl 86udx = / xi (Uttry — QUzgze — 'yaf,fut — bOye)dx
0 0

1
l
+ T—(Applzy + 205Uz0s + bygby + 2020, )dx

S—
=]

177
utta:a: + aluarazaza: + 72(6 ) + b29923mcdx + 8_7':“_

\]
B_‘

+Cé / U2y + Unpy + 02 + 02, da.
SchlieBlich verfahren wir mit dem vorletzten Term in (4.83) wie mit dem entsprechen-

den Term in (4.76), d.h. wir berechnen

cemmxetxxx :(cet)xmcaxmc - mem(cm:xet + 3cxx0tx + 3C$0tl‘l‘)7

und weiter

1 1
0 0 . .
=0 +g:v(utz + l)2 + 29(”2&1 + l)utzz)x}dx

1
’ ®

+ gmm(utz + l)2 + 491 (ut:c + l)utzz + 2gut:v:vutzz + 29(”2&1 + l)utzzm) }dI (486)

Damit erhalten den gewiinschten Term — fo d6?,,.dr, und den Term 0., - () inte-

grieren wir partiell zu

1 1
- / Orraobllizesdr = — |0z butzzm]é + / Orrabalitzre + Hzmxm:baiutdxa
0 0

wobei der letzte Term sich gegen (D in (4.84) kiirzt. Mit den beiden letzten Termen
n (4.86) verfahren wir dann wie in (4.81), d.h.

1 1
- / 29utmmutmm0xxxxdx < C(S/ u?xz + Himmmdx da Iqum\ < 0(5,
0 0

1 1
- / 29(utz + DizezOzzza < (C + C1) / utmz + egxxxd
0 0
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sodafl wir auch hier wieder |l | < § benotigen. Damit erhalten wir dann
B < /1 Y (ue)? = dO3qppda + O + 1P +07)
#08 [ e+ 00007+ B #2000+ 02,
e /0 Wl 4y 4 024 02 ok, e (487)
Aus E1 und E2 haben wir also die negativ definiten Terme

1
- /0 7“1&:}::}::}: + Vuttzm + doet:m: + doezv:m::vd

und nach Poincaré gilt
! 2 b ! 2
- / Uppppdt < — 5 / uttm + ujyde,
- do/ Htxx = / eta:m 2 dl’,
- '7/ (8 ut) dx < __(84ut) + u?xzx + u?xz + u%dl’,
0

+ 02, + 02da.

Txrxr

—do/ (926)* dx<—@ (0260,)% + 62
0 2 Jo

Beim Erzeugen eines —07-Terms erhalten wir dann

do do > dp
0 0:d — 02d
- (f oar) - ot
wobei gilt
2
( / Mx) < / (@60 + blutgs + 1) + glues + 1) )dz)

J— 1 . . 2
([de +iut] +/ GoC — dey b”ccc# utdaH—/ |gl|+C|u?x+l2|dm>
0

0, +

<Cs <Cé
1
< 05/ 02 + ul + uZ,dx + CI2.
0
Das Differenzieren von F5 liefert schlieflich
) 1
= / _u%mmm - u:v:m:uttzzzdxa
0

wobel

1 1
_/ ua:a:a:uttxxxdx - _[UJ:J:J: Utz é"i_/ Ugrxx (axxuxx + 2aazuma}a} + AUy rxx + bxxeaz
0 -0 0 +2b.057 + 00prs — ,uagu + ’yaﬁut)dm,
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und weiter
1 1 . ..
/ —uummagudx :/ (—pUgrpy — xl)agu + xl@ﬁudw
0 0

1
— [(ptpges + 1) DPuld + / w(@Pu)? +10%u + xl08udz

1 1
1.
2/ w(05u)dx — 7'/ (Pu)?de — —I?
0 0 47
1
- T/ uttxx (65 ) + a%uazcxmc + ,}/Z(aiut) + bzea%xxdx
0
1
- 05/ ul, +ul,, + 0%+ 0% de.
0

Unter Verwendung von (4.73) folgt dann insgesamt

1 1
_77F2 <- 7751/ ummmmd - 77)\,&/ (6‘22)2d$
0
1 1 )
+ n/ ufmmdx + n/ [ T—— Cl?
0 0

1
7 [+ 0202 + aFid g+ 7 (Oh0)? + 162
0

Trrx
-um/u +u,, + 6%+ 62 dr, (4.88)
und nach Poincaré erhalten wir die weiteren negativ definiten Terme

—n)\u(35u)2 _77_51 2 b 2 b 2

92 Ugrrzs 92 Ugprs — 92 Ugzs

Es bleiben der dritte und vor allem der vierte Term von —nFh abzuschiitzen. Letzteres
geschieht analog zu (4.66) nach Young geméf

_ 1 d 1
4 Jo 4 0

1 d b
S( 7761 +777b2)/0 uimmdx—k(—zo—l—%)/ Hgmmmdx

8 Jo )

wenn wir zuerst 7 so wihlen, dafl b7 < (3;/8, und dann 7 so, daf nb%/(élT) < dp/8.
Addieren wir nun (4.82),(4.87) und (4.88), so erhalten wir nach geeigneter Wahl von
¢ und der verschiedenen 7 die gesuchte Abschitzung

E<—vE+CP+12+7%

fiir ein v > 0 und damit (4.71) nach der Gronwallschen Ungleichung. O
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Man beachte nun noch, dafl wir im Unterschied zum nichtviskosen Fall hier an keiner
Stelle die Terme der thermischen Disspiation zum Erzeugen der negativ definiten qua-
dratischen Terme in Ableitungen von u verwendet haben, sondern diese allein aus der
viskosen Di#mpfung, aus der Grenzflichenenergie und aus Fy erhalten. Kurz gesagt
schétzen wir nirgendwo u-Terme durch §-Terme ab. Damit kénnen wir fiir (P,) zum
einen die zusétzliche Bedingung I # 0 fiir das Stabilitéitsgebiet der trivialen stati-
ondren Losungen fallenlassen. Zum zweiten notieren wir im néchsten Unterabschnitt
einen zu Satz 4.5 analogen Satz fiir das isotherme viskoelastische Problem, wobei wir
0 wieder als Parameter auffassen.

4.4.1 Stabilitit trivialer stationirer Losungen, isotherm

Mit 6 als Parameter sei S(0) := {l € IR : ([,0) € S}, und wir betrachten die eine
Ableitungsordnung schwicheren Energiefunktionale

1 1
= / U + 0oty + 1, 0) g + puly,de,
0
1ty 2
Fn D) / Upyy + Oce(Up + 1, 0) Uz + Py, d,
0

1
Fy :/ —UppUtrrdT.
0

Gemif Satz 3.7 sind Fy, Es und F; wohldefiniert entlang von Lésungen von (3.33),
und wir erhalten

Satz 4.6 Es sei | € C°([0,00)) mit 1(0) € 8(0), dist(1(0),05(0) =: . Ferner seien
1| und ||u|i=o||+« hinreichend klein, wobei
[lullZ = Tull3a + [uel 72 + [Juell?,

und u die zugehorige Lisung von (3.33). Dann existiert ein 0 < T < oo, sodaf fiir
0<t<T

dist([min(ug + 1), max(uz +1)],05(6)) > 8/2,
und es existiert einn > 0, sodaf$ auf0 <t <T fir E := E1+FEs—nFs die Ungleichung
rlul|ga < E mit einem r > 0 gilt, sowie die Abschitzung
t
E(t) < E(0)e ™ +C / (P41 + %) e "tTar
0
fir ein v > 0, und damit

1 t 5 : e
l[ul|ga < ;(E(O)e_”t +(j/ 2+ l2)e_”(t_T)dT>_
0

Im Falle | = 0 kénnen wir dabei die Anfangsbedingungen so klein wihlen, daf T = oo
gilt, und ||u||? exponentiell gegen Null konvergiert.

Bemerkung 4.10 Die letzte Aussage konnen wir fiir den isothermen Fall auch di-
rekt erhalten, indem wir bei festem 6 analog zu Abschnitt 4.1 die Linearisierung um
eine triviale stationére Losung betrachten, da wir nicht mehr den stérenden Null-
Figenwert der konstanten 6—Verschiebungen erhalten.



5 Nichttriviale stationire Losungen

In diesem Kapitel fassen wir die in stationdren Losungen zu (P) stets konstante Tem-
peratur 0 zusétzlich zu [ als Parameter auf, und diskutieren die Existenz sowie die
Eigenschaften nichttrivialer Losungen der parameterabhingigen Randwertaufgabe

Plgzrr — Oc(Ugy + 1, 0)Uzy = 0, (5.1a)
u(0) = u(1l) = ugz(0) = uy(0) =0 (5.1b)

in Abhéngigkeit von # und I. In Abschnitt 5.1 schreiben wir dazu (5.1) in eine Rand-
wertaufgabe zweiter Ordnung mit einem nichtlokalen Term um und zeigen, dafl es
Kurven in der -1 Ebene gibt, an denen jeweils zwei Aste nichttrivialer Losungen
von (5.1) aus dem trivialen Losungsast entspringen. Diese Bifurkationen untersuchen
wir lokal, wobei sich herausstellt, dal die Losungen auf den verzweigenden Asten
typischerweise instabil sind.

In Abschnitt 5.2 iiberfithren wir (5.1) in ein System zweier Integralgleichungen, der
» Time—Map“und der ,,Dehnungs—Map*“, und erhalten eine intuitive Parametrisierung
der Menge (notiert nach Riicksubstitution von (2.6))

Gnt(0,1) := {Losungen u # =l von (5.1) zu den gegebenen Parametern [, 6}

durch Paare (g4,¢3) € IR?, sowie insgesamt ein globales Bild der Menge der nicht-
trivialen Losungen von (5.1). Die Time-Map und die Dehnungs—Map sind fiir jedes
0 iiber einer Menge =(0) zulédssiger Paare (g4,¢;) von Randverzerrungen definiert,
und diese Mengen werden in Unterabschnitt 5.2.1 dargestellt, wobei wir in natiirli-
cher Weise auf den Begriff der Maxwell-Linie gefiihrt werden. Anschliefend werden
im Unterabschnitt 5.2.2 die Time-Map und die Dehnungs—Map analytisch und nu-
merisch untersucht, wobei wir auch den Zusammenhang zum Bifurkationsproblem
in Abschnitt 5.1 verdeutlichen. In Unterabschnitt 5.2.3 fassen wir hieraus erhaltene
numerische Beobachtungen zur globalen Bifurkation zusammen. Eine analytische Un-
tersuchung des Bifurkationsproblems und der Stabilitdt der abzweigenden Losungen
mittels der Time-Map in einem abstrakten Rahmen findet sich in [Sch84]. Der dabei
verwendete Leray—Schauder—Abbildungsgrad liegt jedoch jenseits der Methoden der
vorliegenden Arbeit, und es erschien uns zunéchst wichtiger, unter Verwendung des
deutlich einfacheren Ansatzes in Abschnitt 5.1 die Bifurkationen lokal zu verstehen.
In Abschnitt 5.3 folgen dann einige konkrete numerische Beispiele fiir nichttriviale
stationéire Losungen. Der Rest des Kapitels befafit sich schliellich eingehend mit der
Maxwell-Linie, die direkt mit Losungen des stationdren Problems im Fall 4 = 0
zusammenhéingt, die bei festem 6 die freie Energie des Drahtes minimieren. Dies
ist in Abschnitt 5.4 dargelegt, und bildet den heuristischen Ausgangspunkt fiir die
Suche nach Lésungen mit minimaler freier Energie im Fall p > 0. Die entsprechenden
Ergebnisse finden sich in Abschnitt 5.5, sie stammen aus [CGS84]. Damit erhalten wir
in Abschnitt 5.6 aufbauend auf Abschnitt 3.3 und der freien Energie als Liapunov—
Funktion, eine weitergehende Charakterisierung der Asymptotik im isothermen Fall.

Fiir das nichtisotherme Problem (P) betrachten wir dann in Kapitel 6 die Liapunov—
Funktion E® — Y, vgl. Abschnitt 2.4, und bei der Untersuchung des entsprechenden
Variationsproblems werden wir auf die Methodik aus Abschnitt 5.2 zuriickkommen.
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5.1 Bifurkation aus den trivialen stationidren Losungen

5.1.1 Das Bifurkationsproblem

Um zunéchst Bifurkationen aus den trivialen stationdren Losungen lokal zu unter-
suchen verwenden wir eine Idee aus [FS90]: wir schreiben (5.1) in eine Randwert-
aufgabe zweiter Ordnung um, und studieren diese als parameterabhéngige Gleichung
F(w,\) =0, A € IR, auf dem Banachraum

X ={wel?0,1] : w(0) =w(1) =0}, [Jwl|lx :=[[w]loc + ||[w[[oc + | |oc-

Dazu setzen wir
1/
w=u",

und kénnen v und v’ aus w wegen den Randbedingungen (5.1b) eindeutig zuriickge-

uw) = [ [ " w(@)dide — ( / 1 / 5w<g>dgd§> — (Bu)()
(o) = [ wds - ( / 1 / 5w<£>d£ds> — (0, w)(2).

Insbesondere verwenden wir B als stetigen Isomorphismus zwischen den Banachraum-
enY = {f € C°0,1] : f(0) = f(1) = 0}, ||flly = [|f||lcc und X. Im weiteren redu-
zieren wir nun das eigentlich zweiparametrige Bifurkationsproblem (in [ und ) in ein
einparametriges mit A\ als Bifurkationsparameter.

Wir entwickeln o.(e +1,0) um I, d.h. o.(e +1,0) = 0-(1,0) + R(e + [,0) mit

R(e+1,0) = O(g)e0, (5.2)

winnen mit

und

und setzen!

A(l,@):—%ag(l,e) und 5’(w,l,9):—%R(8x1w+l,9).

Beim Studium der Bifurkationen werden wir dann stets eine C'-Kurve C: [-1:1]
r— g(r) = (g1(r), g2(r)) € IR x IR; betrachten, soda8 A(g1(r), g2(r)) in r = 0 eine
Hohenlinie von A\ = k272 {iberquert, und wir denken uns weiter C stets so, da8 gilt

d 1

A 91(7), 92(r)) = —;(055(91 (1), 92(r)) - 91(r) + 00(91(r), 92(r)) - g5(r)) > 0 (5.3)

fiir alle r € [0, 1]. Zur Anschauung diene hierbei die Abb.5.2(a) auf Seite 87. Damit
bekommen wir entlang C stets eindeutige Auflésungen [ = I(\) und 6 = 6(\) und wir
schreiben

S(w,A) == S(w,l(N),0(N),

sodaf} dieses S also von der Wahl von C abhéngt, jedoch nicht der Typ der Bifurkation,
was wir in Unterabschnitt 5.1.3 (Satz 5.2) zeigen werden. Zwei spezielle Wahlen von
C sind offensichtlich

'die ,,— fiigen wir ein, um im weiteren eine gewisse Standardform fiir Randwertaufgaben zweiter
Ordnung zu erhalten
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(a) 8 =6y fest, S(w, \) = S(w,(N),0p) wobei wir o..(1(r),8) - g1(r) > 0 bendtigen,

(b) I = Iy fest, S(w,\) = S(w,ly,H()\)), in welchem Falle § entlang C fallen muf

l
(g5(r) < 0), denn o.4(1,0) = ¥{(1) >0 V(I,0) € IR x IR;. Genau der Fall | =0
fest wird in [FS90] untersucht.

Nach diesen Vorbemerkungen kénnen wir nun (5.1) schreiben als
Fw,\) =w" + w+S(w,\N)w=0 inY, (5.4)
und wegen der Bijektivitdt von B gilt die dquivalente Formulierung

F(w,\) = BF(w, \)
=w+ ABw + BS(w,\)w in X. (5.5)

Wegen (5.2) und (explizit) ||0;'w||x < ||w||x gilt
S(w, Nw = O(|[wl|X) ) x—o
und damit F € C1(X x IR, X) mit
DyF(0,\)[h] = h+ ABh =: A(A)h,

und A(M\) € £(X, X) ist Fredholmsch mit Index Null nach [Mie96], Proposition 3.2.
Um Verzweigungen aus dem trivialen Losungsast (0, \) von (5.5) zu erhalten, benéti-
gen wir nun Werte fiir A, sodal A(A)h = 0 nichttriviale Losungen in X hat. Wegen
der Bijektivitdt von B ist dies gerade &dquivalent zu

"+ Xh =0, h(0)=h(1)=0
und als einzige Losungen erhalten wir
A=\ = k27, h = hy(x) =sin(krz), k=1,2,...

Zur Abkiirzung setzen wir ¢ (x) = sin(k7x) und erhalten im urspriinglichen Problem
mittels By = —#(ﬁk, daB die ¢y Eigenfunktionen von A(A) sind zu den Eigenwer-
ten wi(A) =1— # Es gilt wi(Ax) = 0, und dieser Eigenwert ist algebraisch einfach
mit N(A(\)) = span{¢y} und ¢y, & W(A(\;) = X\span{¢y}. Mit wi(A\p) = — 7=
erhalten wir damit aus Satz A.11 iiber die einfache Eigenwertverzweigung die folgende
als Lemma festgehaltene Aussage.

Lemma 5.1 Es ist (0, ) ein Bifurkationspunkt fir (5.5), und die abzweigenden
Lésungen liegen auf einem eindimensionalen Ldsungsast

Ck: (=6,0) 2 a— (agr + h(a), A(a)), (5.6)

wobei h : (—0,0) — X\span{¢y} differenzierbar ist mit h(0) = h'(0) = 0.
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Bemerkung 5.1 Fiir unser Beispiel-¥ koénnen wir explizit Kurven von Punkten
(1,0) mit A\(l,0) = k72 in der 6-1-Ebene berechnen: Es gilt

oe(e+1,0) = a1(0 — Or) — 3aa(e +1)? + baz(e + 1)*
=1 (0 — 0p7) — 3aal® + 5asl?

=0:(1,0)=—pA
—3ay(2el + 62) + 5a3(45l3 + 6212 + 4231 + 64),
=R(e+1,0)
und wir kénnen die Bedingung
1
A1, 0) = = (302l — Baslt — a1 (0 — 0y)) = k2n? (5.7)
7

z.B. nach | = I{*)(#) (mit im Unterschied zu den Kurven [y, Iy hochgestellten Index)
auflésen zu

. 3as 3as a1 I
== t = + 2— —(6p — Opr) — —Kk2m2 5.8
vy mit oy =5 \/(10a3) Bag (00~ Ou) = g ke (58)
oder nach 6 = %) (1) zu
1
0% = — (30212 — 5alt — pk?n?) + 0. (5.9)
al
Die Isohdhen I, k = 1,2,... fir A = \; = k?n2 verlaufen im Innern des durch
417, +ls berandeten Gebiets, und zwar (wenn wir (2.12) entsprechend p = 2 - 10710
verwenden) wegen ﬁ ~ 1.6 - 10717 sehr dicht an =+, +l5, und entfernen sich mit

wachsendem k nur sehr langsam von +lq, +ls. Fiir z.B. [ = 0 erhalten wir aus (5.9),
dafl bereits 5.2K unter 6, der Ast zu k = 10° verzweigt. Fiir groere ;1 entfernen sich
die Kurven fiir A\; voneinander und von +l;, +ls (die Steigung von A wird flacher),
und fiir g — 0 fallen sie alle zusammen auf der durch +l;, £ly gegebene Kurve. Nu-
merisch scheint es fiir g in der gegebenen GroSenordnung O(1071%) und moderate k
hoffnungslos, zwischen den verschiedenen Kurven von Bifurkationspunkten zu unter-
scheiden. In Abb.5.1 sind die Kurven zu k¥ = 10° und k& = 1.5 - 10° zusammen mit

(gepunktet) £l und +ly dargestellt.
0.1
Kz 406 0.05
6 0fF——
K=z4.5.10 e
-0.05¢
0430350

Abbildung 5.1: Kurven von Bifurkationspunkten, k& = 105,1.5- 106, ;o = 210710,
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5.1.2 Bemerkungen zur globalen Bifurkation I

In [FS90] wird (5.5) fiir den Spezialfall | = 0 fest mittels Theorem 4.11 aus [GR85]
behandelt, in welchem der als Rabinowitz’sche Alternative bekannte globale Bifurka-
tionssatz, siehe z.B. [GR85], Theorem 3.2, auf Randwertprobleme der folgenden Art
anwendet ist:

Lu = —(p(x)d) + q(x)u = Aa(z)u + h(z,u,u',\), = € (0,7) (5.10)

aopu(0) 4 bou'(0) = 0,
aju(m) + byu/(r) =0,

mit
(i) p € C'0, 7, g,a € C°[0, 7], p(x),q(x) > 0V € [0,m],
(ii) (aZ + b3)(a} +b?) >0, (separierte Randbedingungen)

(iii) » € CO(IR*,IR) mit h(x,&,1,\) = o(|(&,n)]) fiir (£,7) — 0, gleichmiBig in be-
schrénkten A— Intervallen.

In der Rabinowitz’schen Alternative (hier nach [GR85], Theorem 3.2) wird dabei auf
einem reellen Banachraum X und fiir A € IR die Gleichung

u = G(u,\) == ALu+ H(u, \) (5.11)

betrachtet, wobei L linear und kompakt sei und H kompakt mit H(u, A) = o(||u||x)
fiir ||ul|x — 0 gleichméBig in beschrankten A-Intervallen. Ferner besitze (5.11) die Fa-
milie {(0,\) : A € IR} trivialer stationérer Losungen. Die Rabinowitz’sche Alternative
besagt dann, daf8 ein aus einem Bifurkationspunkt (0,\) von (5.11) entspringender
Ast von nichttrivialen Lésungen von (5.11) entweder unbeschrénkt ist in X x IR, oder
zur Familie der trivialen Losungen zuriickkehrt in einem Punkt (0, 5\) mit A # .
Theorem 4.11 aus [GR85] sagt nun gerade aus, daf fiir die abzweigenden Aste von
(5.10) stets die erste Alternative gilt.

Dabei beachte man, dafl in (5.10) die Nichtlinearitéit, —bei uns nichtlokal in der Form
S(w, \)w, in der lokalen Form h(x,w,w’,\) vorausgesetzt wird. Friedman und Spre-
kels merken jedoch an, daf sich der Beweis von Theorem 4.11 in [GR85] auf den Fall
(5.4) iibertragen 148t, allerdings ohne diesen auszufiihren.

Damit erhalten sie folgendes Ergebnis: Fiir £ = 1,2,... und v € {+1,—1} sei noch

Hy ={f € X : f hat genau k+ 1 einfache Nullst. in [0, 1] und lir(r)l+ sgn f(z)=v},
T—

dann gilt

([FS90], Satz 2.2) Fir k =1,2,... und v € {+1, -1} verzweigt bei (0, \) ein unbe-
schrinkter und zusammenhingender Ast Cf C (C?[0,1] x IR) von Ldsungen zu (5.4)
mit

(i) we HY fir (w,\) € C} und X\ # .

(ii) fir X hinreichend dicht bei A\, A # A\, und (w, \) € C¥ hat 8, 'w genau k einfache
Nullstellen in [0, 1].
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Der bei (0, ;) verzweigende Ast Cp wird also unterteilt in zwei Teile C,:' und C,_,
auf denen die Losungen in einer punktierten Umgebung von x = 0 jeweils positives
bzw. negatives Vorzeichen haben, und die Kernaussage ist, dafl diese beiden Aste
unbeschrinkt sind in X x IR und global die Eigenschaft (i) haben. Die lokale Aussage
(ii) ist davon unabhéngig und folgt bei uns unmittelbar aus der Darstellung (5.6) und
h(0) = h'(0) = 0. Ebenso folgt (i) bei uns fiir hinreichend kleine «. Tatséchlich ist w
sogar periodisch mit Periode %, was wir im néchsten Abschnitt zeigen werden.

Der Grund, warum [FS90] (fiir I = [y fest, [ = 0) unbeschriinkte bifurkierende Aste
erhalten, liegt nach unserem Erachten darin, daf die Gleichung A(lg, -) = k?72 nur ge-
nau eine Losung 6 = 0, besitzt, vgl. (5.9) und Abb.5.1, und es geht A(0, ) fiir § — —oo
(was physikalisch sinnlos ist) gegen unendlich. Fiir # > 0 ist jedoch \ = —%05(0,9)
nach oben beschrénkt durch —%O’E(O, 0), und man beachte, daf die Hilfskonstruktion
A stets iiber der Menge der physikalisch relevanten Parameterwerte (,6) € IR x IR,
—strenggenommen sogar iiber (—1,00) x IR, betrachtet werden sollte.

Fiir den Fall 6 fest und [ als Bifurkationsparameter folgern wir schlieflich in Unterab-
schnitt 5.2.3, daB Aste, die bei einem Bifurkationspunkt (l,gl), ) mit )\(l,(gl), 0) = k*n?
starten, in einem anderen Bifurkationspunkt (l,(f),ﬂ) mit )\(l,(f),ﬁ) = k%*7? wieder
verschwinden?. Notwendig hierfiir ist a—priori, da die Gleichung

1

A+ 0) = —=0.(-,0) = k*r? (5.12)

I
mehr als eine Losung [ hat. Dies ist bei uns erfiillt denn es hat (5.12) entweder keine
(z.B. fiir > O fiir beliebige k oder bei kleineren 6 fiir k grofier einem kmax (6, 1)),
oder zwei oder vier Losungen, vgl.(5.8) und wiederum Abb.5.1. Im néchsten Unter-
abschnitt kehren wir jedoch zunéchst zur lokalen Untersuchung der Bifurkationen
zuriick.

5.1.3 Lokale Theorie und Berechnung der Bifurkation

Man beachte, dafl wir mit Lemma 5.1 eine typische Situation in der Theorie der
dynamischen Systeme und der Bifurkationstheorie vorgefunden haben, die man in
etwa zusammenfassen konnte als

Verlust der Stabilitdt der trivialen stationdren Ldsungen fihrt zu Bifurkation,

denn die erste Bifurkation findet eben genau statt bei
1
A=—=0.(1,0) =7 < o.(,0) = —pr?
7

und die trivialen stationdren Losungen sind nach Satz 4.4 (bzw. Satz 4.5) stabil
fir 0.(1,0) > —pm? (und |I] # 0 im nichtviskosen Fall), vgl. die in Abb.4.1 fiir
U in der Form (2.10) und viel zu grofes y skizzierte Hohenlinie von o, = —pum?.
Durch Ausrechnen des Typs insbesondere dieser ersten Bifurkation hoffen wir nun,
Informationen iiber die Stabilitdt der abzweigenden Losungen zu erhalten. Dabei

denken wir an das folgende zweite typische Prinzip der Bifurkationstheorie. Zunéchst

2und damit [GR85], Theorem 4.11 fiir diesen Fall nicht anwendbar ist
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beachten wir noch, dafl im Falle [ = 0 wegen o.(—¢,0) = 0.(¢,0) gilt S(—w,\) =
S(w,\), und damit

F(—w,\) = —w — ABw+ B S(—w, \)(—w) = —F(w, A).
—_————
=S(w,\)

Im Falle | = 0 wissen wir also a—priori, dafl wir eine Pitchfork—Bifurkation erhalten,
und bei betrachten der reduzierten Gleichung (5.18) in Abschnitt wird klar, dafl dies
auch fiir |I| > 0 gilt. Da fiir A < 72 die trivialen stationiren Losungen stabil sind,
erwarten wir dann, dafl weiter gilt,

(*) Ist die (erste) Bifurkation subkritisch (superkritisch) bzgl. \, so sind die abzwei-
genden Ldsungen instabil (stabil).

Dabei ist mit sub—bzw. superkritischer Bifurkation bzgl. A folgendes gemeint: den
Parameterwert A\, = k272, (k jetzt wieder beliebig) an dem die Losungen verzweigen
nennen wir kritisch, und die Mengen {\ < A\i} bzw. {\ > A} subkritischen bzw. super-
kritischen Bereich. Wenn nun die Bifurkation so ist, daf} die verzweigenden Losungen
(lokal) nur fiir Werte A < \j, existieren, so nennen wir die Bifurkation subkritisch, im
entgegengesetzten Falle superkritisch, und wenn der verzweigende Losungsast sowohl
im subkritischen wie auch im superkritischen Bereich existiert, so heifit die Bifurka-
tion transkritisch. Das Attribut bzgl. A fithren wir mit, da in gleicher Weise sub—,
super— und transkritisch bzgl. dem Eigenwert wy(A) definiert werden kénnen, siehe
den Beweis von Satz 5.2.

Eine z.B. subkritische Verzweigung bzgl. A in einem Punkt (/,6) der Parameterebene
mit A\ = —%ae(l ,0) = k*m? kénnen wir nun wie folgt veranschaulichen: wir betrachten
einen kleinen Ausschnitt aus z.B. dem oberen rechten Quadranten von Abb.4.1 und
die erste Bifurkation bei A = 72. Dann betrachten wir die Kurve C, entlang derer
wir die Hohenlinie von A = 72 im Punkt (I,6) {iberschreiten, siche Abb.5.2.(a), in
der wir nun wieder das stark iiberhchte 4 = 200 benutzt haben. Die Gerade | = [*
werden wir spéater kommentieren. Verwenden wir nun den entlang der skizzierten
Kurve wachsenden Parameter A als Abzisse und tragen dariiber die a—Urbilder dieser
A im Sinne der Funktion o — A = A(«a) auf, so erhalten wir die Skizze in Abb.4.2.(b).

(a) Uberschreiten der Hohenlinie A = 72 (b) Die abzweigenden Losungen iiber
in der #-I-Ebene dem Bifurkationsparameter .
0.08 T e

=0 ! = 1(8)
0.07 p—0u__ "

t
0oL AT M =T c
- : LzL* A< A A> A A
0.05F A /\1 / i I A= Ak
00465 375 390 05

Abbildung 5.2: Uberschreiten einer Kurve von Bifurkationspunkten in der #-/-Ebene
und die a—Werte iiber den zugehorigen A-Werten bei subkritischer Bifurkation.



88 5. NICHTTRIVIALE STATIONARE LOSUNGEN

Dabei beachte man, daf3 es sich um eine lokale Skizze handelt, d.h. dal das Intervall
der A-Werte, in dem die Bifurkation durch die Skizze Abb.5.2.(b) qualitativ richtig
wiedergegeben ist, sehr klein sein kann.

Die obige Vermutung (*) werden wir in Unterabschnitt 5.1.4 fiir den isothermen visko-
elastischen Fall beweisen, d.h. fiir festes # und [ als Bifurkationsparameter werden wir
die Stabilitét der abzweigenden Losungen bzgl. der Dynamik von (3.33) untersuchen.
Um nun den Typ der Verzweigung in einem (I,0) mit \(l,0) = k?7? = \;, zu bestim-
men, fithren wir eine Liapunov—Schmidt—-Reduktion durch. Dazu schreiben wir

1 - 1 - = 1 - =
LR+ 10) =~ (0.0 + oucdL0) + O
7 Iz 2
L a1(l.0) + 52(1.0) + OE),
lassen im weiteren die Argumente [, 6 von s; = —(1/u)o.. und s3 = —(1/21)0 .. Weg

und erhalten die folgende Darstellung von S(w, \),
S(w,A) = 510, 'w + s2(8; 'w)? + O((9; 'w)?).

Der Typ der Bifurkation in einem Punkt (/,#) hiingt dann wie folgt nur von sy, so ab,
sodafl es auf die konkrete Wahl von C nicht ankommt:

Satz 5.2 Es seien 1,0 so, daf gilt \(1,0) = k?>m? = i, und wir setzen

B = Br(l,0) = 1 (5.13)

T 6kS6 T 4kApd

Dann ist die in Lemma 5.1 beschriebene Bifurkation in (0, A\) subkritisch beziiglich X,
wenn gilt By, > 0, und superkritisch, falls B, < 0. Im Falle B, = 0 hdngt der Typ der
Bifurkation von Termen hoherer Ordnung als denen ab, welche wir nun berechnen.

Beweis. Um in (0, \;) eine Liapunov—Schmidt—Reduktion durchzufiihren, setzen wir
X1 =N(A(\;)) =span{¢r} und Xo= X\ X;.
Als stetige Projektion von X auf X; verwenden wir

1
Qr:w i Quuw = (/0 wéndz) i,

und zerlegen w in w = ag¢y + v. Nach der Standardtheorie iiber Fourierreihen haben
wir die Darstellung

Xodv= Z Cj¢j
J#k
mit Konvergenz in X. Die Summationsgrenzen haben wir zur Abkiirzung weggelassen,
sie laufen von j = 1 bis oo, eben mit Ausnahme von k. Weiter setzen wir noch

k() = cos(km-). Es gilt

QrF (agr +v,A) =0 in X3 ©)

F(’U},)\):O@{ (I—Qk)F(a¢k+v7)\):O inX2 @
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und es ist (2) auflésbar nach

v=V(a,\) = V(a,Aa)) = h(a) =Y ¢j(@)¢,
J#k

wobei gilt ¢j(a) = O(a?) wegen h(0) = 1/(0) = 0. Ausgeschrieben lautet )
0= — Q) [A()\)(o@k +v) + BS(a¢r + v, \)(ady + v)]

:(I — Qk) awk()\)¢k +(I — Qk)A()\)U

eX1
+ (I = Qr)B[s10; (adk +v)(agy +v) + O((agy, +v)*)] (5.14)
N—_——
— &tz v
A s1a? 3

=D (1= )i + (I = Qi) B[~5—da +0(a”)], (5.15)

Jj#k o +

%%k

wobei von (5.14) zu (5.15) benutzt wurde, daf gilt

A

j27T2

ANv=> (1-

i#k

Jej(a)d; (5.16)

sowie ngop = cos(kmz)sin(krx) = 1/2sin(2krx) = 1/2¢9;. Koeffizientenvergleich
liefert

(1= 2 glenlo) + 22 Lo,
und mit 1 — ﬁ R~ % fiir A nahe A\, d.h. eben fiir kleine |«/, folgt
4 s102
cor (@) = TS
mit Gleichheit fiir « = 0, sowie
v = cap(a)ar, + O(a®). (5.17)

Wir setzen nun

QrF (ady +v,\) = f(a, Ny,
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setzen weiter (5.17) in (D ein, und erhalten

0 =f(cr, )
=Qr ANagy  +Qk AN [car()par + O(a?)]
~—
=awg (N)prE€X1 ¢

QB [(smaﬂam T eondon + O(0®)) + 5205 (ady + conhop + O(a?)?

+ (’)((aqﬁk + C2k¢2k + (’)(a3))3)> . (Oé(ﬁk + CQk(ka + O(Oés))]

=awk () Pk
—S1x —sle S0
+QkBK k; Mk + %;kn%%——k;ﬂni +O(a3)> (s + Conar —i—O(a?’)],
5 : G
@ ® ©

Die Produkte aus den Termen (a) bis (¢) und nachfolgende Anwendung von B und Qg
ergeben:

2 a2 B Q
@ @ = —mor = S0 O(a?) o o 0,
_ B
@@ = o mon D siSemdr+O00P)gm L endr,
=3 br+3 b3k
_ B _ _
®-@ = Sa gy o g+ 0Ny F FZagy,
=—1¢u+3dsk
@@ = O((X4)7
2 B _ 2 _ 2
©@ = 3% g B 22lag+00¥)os T2 ay,
=1 br+14¢31
© @ = O(a').
Insgesamt erhalten wir damit
~ S1 S9
0= f(o,\) = a(wk()\) + WO%(@) — WQQ + O(a3)>¢k
5% 52 2 3
= ol wi(A) — (6]{:6%6 + 4]{:4%4) a4+ O0(a”) | dk (5.18)

=0k

Dies ist die sogenannte reduzierte Gleichung, und an Hand dessen, fiir welche A—
Werte (5.18) eine nichttriviale Losung fiir « hat, entscheidet sich, von welchem Typ
die Bifurkation ist. Im Falle 5 > 0 existieren nichttriviale Losungen von (5.18) nur
fiir wi(A) > 0. Bezeichnet man nun den Eigenwert wg(A;) = 0 als den kritischen Wert,
und die Mengen {w < 0} bzw. {w > 0} als sub—bzw. superkritisch, so ist damit fiir
B > 0 die Bifurkation superkritisch beziiglich wi (). Da jedoch

1
kM) =~z
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ist wr(A) > 0 lokal dquivalent zu A\ < 0, respektive wg(A) < 0 zu A > 0. Deshalb
ist im Falle B, > 0 die Bifurkation subkritisch bzgl. A\. Im Falle §; < 0 hat (5.18)
nichttriviale Losungen « falls wg(A) < 0, die Bifurkation ist dann also subkritisch
bzgl. wi und damit superkritisch bzgl. A. Man beachte, daf3 die beiden Definitionen
iibereinstimmen, wenn gilt w; (0) > 0, im vorliegenden Fall sind sie jedoch gerade
entgegengesetzt.

Falls gilt 8, = 0, so entscheiden die Koeffizienten der O(a?)-Terme in der Klammer
in (5.18) iiber den Typ der Verzweigung. O

Bemerkung 5.2 Betrachten wir eine feste Kurve von Bifurkationspunkten (I,6) in
der 6-I-Ebene, z.B. die Kurve aller (1,0) mit A(l,0) = A, so héngt der Typ der
Bifurkation iiber i von der Stelle (I,6) ab. Wir veranschaulichen und diskutieren
dies wieder fiir unser Beispiel-¥ mit den Daten aus (2.12). In diesem Falle gilt

0-:(1,0) = —6asl + 20a3l®> und o...(1,0) = —6ay + 60asl?,

und damit hingen

1 1
s1(1,0) = ;(60421 — 20a30®) und sy(1,6) = 5(60@ — 60a3l?)

und damit auch gy tatséchlich nur noch von ! (und von p und k) ab. Zur Anschau-
ung sind in Abb. 5.3.(a) gepunktet o..(I) und o..-/50, sowie mit dem wieder stark
iiberhohten p = 100 durchgezogen (1(1) - 500 dargestellt. Es gilt £51(l) < 0 in zwei
Intervallen B; = (—be, —b;) und By = (b1,b2) um die beiden seitlichen Nullstellen
+1* ~ 0.0531 von 0., wobei eben die Breite dieser Intervalle wegen der Faktoren 2
und g~ ! in den Summanden von 3 stark von u abhéngt. Bei wachsendem p (und/oder
wachsendem k) werden die Intervalle B; und By breiter. In Abb. 5.3.(b) ist fur die
erste Bifurkation (k = 1) und p = 100 der Streifen By skizziert. Wenn wir einen
Bifurkationspunkt (1,6) aus dem fett gezeichneten Abschnitt der Kurve A = \; = 72
betrachten, so ist die Bifurkation superkritisch bzgl. A, und ansonsten subkritisch.
Dies ist fiir kleine ;i gewissermaBen der allgemeine Fall, fiir p = 2 - 10710 gilt z.B.

by — by < 1078,

: : ——— 0.08 : :
800000 |- By - 300 ces /B0 B A=061 =18
400000 0.06 | 4,
S\ gl o.ost P <0 — A b
v Y] o04f S
.0.06 0.04-0.02 0 0.02 0.04 0.06 360 375 390 405

Abbildung 5.3: zu (1, u = 100 stark iiberhoht.
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5.1.4 Stabilitatsuntersuchung der abzweigenden Lésungen, isotherm

Fiir den isothermen Fall zeigen wir mittels [Hen81], Theorem 6.3.2, dafl (*) gilt. Da-
bei halten wir # fest und betrachten [ als Bifurkationsparameter in einer Umgebung
eines Iy mit o.(lg,#) = —pun?. Dies entspricht \ = —iag(lo,«?) = 72, und den Zusam-
menhang zwischen A und [ als Bifurkationsparameter stellen wir weiter unten noch
einmal heraus. Den festen Parameter @ lassen wir im folgenden stets weg, schreiben
die transformierte Form (3.35) von (3.33) als dz/dt + Az = f(z,1), und notieren

[Hen81], Theorem 6.3.2 in der Form, die wir hier anwenden wollen.

Satz 5.3 Auf einem Banachraum X betrachten wir die parameterabhingige Glei-
chung

d

d_j + Az = f(z,1) (5.19)
firl e (lp— 9,1y + &) mit einem § > 0. Es sei A sektoriell in X und f(0,1) = 0 fir
l € (lo—0,lo+0). Ferner sei U eine Umgebung von Null in X% fir ein o < 1 und
f:Ux(lop—96,lp+ ) — X sei m—mal stetig differenzierbar. Weiter habe

Ly=A—D.f(0,0)

firl € (lp — 6,lop + 0) einen einfachen reellen Eigenvektor w(l) mit w(lp) = 0 und
W'(lg) # 0, und das restliche Spektrum von L; liege in {ReX > B} fiir ein 8 > 0.
Schlieflich sei der Fluf$ in der (unter obigen Voraussetzungen nach [Hen81], Theorem
6.2.1 existierenden eindimensionalen) zentralen Mannigfaltigkeit fir dz/dt + Az =
f(z,lo) gegeben durch

% + h(s, lo) =0

mil

h(s,lp) =Cs™ +o(s™) firs—0 (5.20)

mit einem C # 0, und wir schrinken uns hier auf m > 3 und m ungerade ein (sodafs
wir keine transkritische Bifurkation erhalten konnen). Dann gilt im Fall w'(lp) < 0
eine der folgenden Alternativen:

(i) (instabile subkritische Verzweigung) Fiir | € (lg — 0,1y) existieren zwei insta-
bile nichttriviale stationdre Losungen z_(1),z4 (1) von (5.19). Firl € (ly,lo + 0)
existieren keine kleinen nichttrivialen stationdren Lidsungen von (5.19).

(i1) (stabile superkritische Verzweigung) Fir 1 € (lo,ly + 0) ezistieren zwei nicht-
triviale stationdre Losungen z_ (1), z4(l) von (5.19), und diese sind asymptotisch
stabil. Fiirl € (lop—9,1ly) existieren keine kleinen nichttrivialen stationdren Losun-

gen von (5.19).
Im Fall W'(lg) > 0 gelten die entsprechend modifizierten Alternativen, d.h.

(iii) (stabile subkritische Verzweigung) Fir | € (lo — d,lp) existieren zwei asym-
ptotisch stabile nichttriviale stationdre Lisungen z_ (1), z4 (1) von (5.19). Firl €
(lp,lo+0) existieren keine kleinen nichttrivialen stationdren Lésungen von (5.19).
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(iv) (instabile superkritische Verzweigung) Fiirl € (lo,lo+9) existieren zwei nicht-
triviale stationdre Liosungen z_ (1), z4(l) von (5.19). Diese sind instabil und fiir
I € (lop — 6,lp) existieren keine kleinen nichttrivialen stationdren Lésungen von
(5.19).

Bemerkung 5.3 Fiir uns ist bzgl. der Bedingung (5.20) nur wichtig, daf§ die Funk-
tion h(s,ly) qualitativ mit f(-, \;), d.h. mit der reduzierten Gleichung (5.18) als Glei-
chung in « bei festem A = )y, iibereinstimmt, siehe die Definition von h(s,[) in [Hen81]
vor Lemma 6.3.1. Damit gilt in unserer Situation (5.20) mit m = 3. Wir iiberpriifen
nun zunéchst die weiteren Voraussetzungen von Satz 5.3, und aus diesem Grunde
betrachten wir die Gleichung (3.33) unter Verwendung der Pego—Transformation in
der Form (5.19), da wir fiir diese Gleichung z.B. bereits wissen, daf der Linearteil sek-
toriell ist. Da nichttriviale stationire Losungen von (5.19) eindeutig mit nichtrivialen
stationédren Losungen von (3.33) korrespondieren, wir von letzteren aber in Abschnitt
5.1.3 den Typ der Bifurkation ausgerechnet haben, kénnen wir dann dieses Wissen
mit den Stabilitdtsaussagen in den Alternativen (i) bis (iv) von Satz 5.3 verbinden.
Der Grund, warum wir nicht gleich die Liapunov—Schmidt—-Reduktion in Abschnitt
5.1.3 in den transformierten Variablen p und g durchgefiihrt haben, liegt wieder darin,
dafl uns die urspriinglichen Variablen intuitiv besser zugénglich erscheinen, zumal das
nicht-transformierte stationére Problem nur noch w als Unbekannte enthilt.

Wir beginnen mit der Linearisierung von f(z,1) : X2 x (Ig —6,1g+0) — X um (0,1):
mit X = L2(0,1) x L2(0,1) und X2 = H2(0,1) x H2(0,1) ist dabei f(-,1) dreimal
stetig differenzierbar nach [Mie96], Satz 1.7, da &0 (-) € C°(IR,IR) fiir k = 0,1, 2, 3,
und H2(0,1) ¢ LP(0,1) fiir alle p < co. Sei nun p = pg + 6 und g = qo + 64, dann
gilt

(p+q) +1)de

1
£1(p0 + 55,40+ 63) =o((po +q0) + 2+ ) +1) —/ o
Y 0

D= 2=
Egp.

(B +4) +0(6?)

:O'(

2T

(Po + qo0) +1) + Us(%(po +qo) +1)

1
- /0 70+ @) +1) + 0o (o0 + a0 +z>§<ﬁ+q> O dx

und fiir (po, o) = (0,0) folgt

o 1 o, . ) Lo
115, 63) =o (1) - / oo +0.() 25+ 1) 0. () / Pt ide +O()
N N
—o(l) =0 da p,geH2(0,1)

:%agawm(;) +0(62).

Wegen fo = —f1 haben wir damit zum einen noch einmal f(0,l) = 0 fiir alle [
iiberpriift, und zum zweiten folgt

L :A_fz(ovl) =
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Um nun das Spektrum von L; zu bestimmen, berechnen wir fiir £k =1,2,...

B 2.2 o) pi2 2 o)
( A/—i—’y)kw ,ka

! ! ( v >cos(km),

pp2- 2 o=() pp2-2  o=() Y2
—i-yk:ﬂ—i-y —i—vkw—i-y

L ( 9 > cos(kmz) =
Y2

=B(k,l)

und bestimmen die Eigenwerte w,(:)’@)(l) von B(k,l). Dabei miissen wir zum einen
einen einfachen Eigenwert w*(l) erhalten mit w*(lp) = 0 und $w*(ly) # 0, denn
sonst wire [y kein Bifurkationspunkt fiir das transformierte System. Dies dient also
nochmal zum Uberpriifen der in Bemerkung 5.3 skizzierten Vorgehensweise. Zum
zweiten iiberpriifen wir damit die Bedingung, daf fiir [ € (lp — d,1lp + d) das restliche
Spektrum in {Rew > [} liegt fiir ein 5 > 0. Die Eigenwerte w,(gl)’@) (1) sind gegeben
durch

w1y = %(Wﬁ F kmy/72k2n2 — (duk?n? + doe (1)),

und mit o.(lg) = —pn? gilt w*(lp) = 0 fiir

('y7T2 — m/y2r2 — (4pm? + 40.(1))),

und auch die zweite Bedingung ist offensichtlich erfiillt. Fiir %w*(lo) erhalten wir
weiter
dw*

dl

ow*
I=lo d(o¢)

Somit sind im Falle o..(ly) # 0 alle Voraussetzungen von Satz 5.3 erfiillt, und es gilt
eine der Alternativen (i) bis (iii). Die Bedingung o.-(ly) # 0 bedeutet dabei, daf} gilt
lop # +I* mit dem in Abb. 5.2 eingezeichneten [*, und ist insofern klar, als das wir
an dieser Stelle kein Bifurkationsproblem nur mit [ als Parameter haben, da wir bei
Variation von [ den Rand von S zwar beriihren, aber nicht iiberschreiten 3.

Wir verdeutlichen nun an Hand der beiden Spannungs—Dehungs—Diagramme in Abb.
5.4 fiir zwei Beispiel-Temperaturen und unser Beispiel-¥ den Zusammenhang zwi-
schen A\ und [ als Bifurkationsparameter, sowie welche der Alternativen jeweils gilt.
Dabei sind instabile bifurkierende Losungen gepunktet und stabile durchgezogen sym-
bolisiert.

. d(oe)
ol

1
= _Uee(lo)-
I=ly 7

Oe=—pm?

e In (a) (niedrige Temperatur) setzen wir dabei voraus, dafl die Bifurkationspunk-
te l(()j ), j = 1,2 auflerhalb der Intervalle liegen, in denen (37 < 0 gilt, sodaf die
Bifurkation nach Satz 5.2 subkritisch bzgl. A ist. Dann gilt:

(1) 0--(18”) < 0 und deshalb A < Ay fiir I < I Die nichttrivialen Losungen
existieren damit im Bereich [ < [y, und nach Alternative (i) sind diese instabil.

(2) O'Ee(l((]Q)) > 0, deshalb A < A; fiir [ > l(()2), und die im Bereich | > [
existierenden Losungen sind nach Alternative (iv) instabil.

3es ist die Bedingung (5.3) an die Kurve C verletzt
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e in (b) (Temperatur nahe fx) nehmen wir jetzt jedoch an, daff die Bifurkations-

punkte l(()]),j =1,2,3,4 in den Intervallen mit 3; < 0 liegen, sodafl nach Satz
5.2 die Bifurkation superkritisch bzgl. A ist. Um die Situation verdeutlichen zu
konnen, ist also dabei p wieder stark iiberhoht. Wir erhalten nun gemafl den
Alternativen (ii) und (iii) asymptotisch stabile abzweigende Losungen, wobei
der Zusammenhang zwischen [ und A als Bifurkationsparameter wie in (a) ist,
und aus der Skizze klarwerden sollte, bei der wir uns auf [ > 0 einschrinken.

(a) Niedrige Temperatur, (b) Temperatur dicht unter O,
abzweigende Losungen instabil. abzweigende Losungen stabil,
(entarteter Fall).
» T < 0= (3), A> M\ =7x
L]
J ‘o + 7 o L :
R A > A A< A Tee <0 = (1) |
'
" [=1®
N + ) I Dt
/ (1) [/ | | O > 0= (#32)
=1 |
1y \ I 1
': Jii S—— _'

- (3) 4
)\</\1 )\ZA]. )\.>A1 A<A1 l() !g /\<)\1

0. > 0= (é?:)' .

Abbildung 5.4: Veranschaulichung der abzweigenden Losungen und deren Stabilitét
im Spannungs—Dehnungs—-Diagramm.

Bemerkung 5.4 Es ist [Hen81], Theorem 6.3.2 fiir das volle temperaturabhéingige
viskose Problem nicht anwendbar, da wir in diesem Fall bei der Liniearisierung in
einem Bifurkationspunkt neben dem erwiinschten Nulleigenwert, der die isotherme
Bifurkation liefert, stets den zusétzlichen Nulleigenwert zur konstanten Temperatur-
verschiebung erhalten. Trotzdem existiert auch in diesem Fall eine nun zweidimen-
sionale Zentrumsmannigfaltigkeit M an (lo, ), was man z.B. nach [Hen81], Theorem
6.2.1 zeigen kann, und wir erwarten, dal man durch Ausrechnen des Flusses auf M
die Bestétigung von (*) auch fiir das Problem (P,) erhélt. Da wir deshalb jedoch nur
instabile abzweigende Losungen erwarten, rechnen wir die Zentrumsmannigfaltigkeit
nicht aus, — was mit erheblichem Aufwand verbundenen wére, sondern belassen es

bei dieser Bemerkung.
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5.2 Integration des stationidren Problems

Das (lokale) Studium des Bifurkationsproblems hat insofern in eine Sackgasse gefiihrt,
als dal die erhaltenen Ergebnisse im wesentlichen, d.h. bis auf den Ausnahmefall
B1(1,0) < 0, nur instabile abzweigende Losungen geliefert haben. Um nun zunéchst
fiir beliebiges festes 8 ein globales Verstédndnis des stationédren Problems zu erhal-
ten, transformieren wir es jetzt auf Integralgleichungen. Dabei wird es fiir den Rest
dieses Kapitels bequemer sein, das Randwertproblem ohne die Substitution (2.6) zu
behandeln, d.h. in der urspriinglichen Form

Mgz — Ue(ux§ 0)u$$ =0 (521&)
u(O) =0, u(l) =1, um&(o) = uxx(o) =0, (5.21b)

wobei in (5.21a) wie im weiteren die Schreibweise o.(u,;0) (statt o-(uy,0)) aus-
driicken soll, dal § € IR ein fester Parameter ist.
Das folgende Lemma bildet den Grundstein fiir alle weiteren Betrachtungen:

Lemma 5.4 Fir die Ezistenz von nichttrivialen Lisungen zu (5.21) gilt:

(i) notwendig ist: es existieren e, <l < &y, sodaf$ die Gerade g durch (g4, V(e4;0))
und (ep, U(ep; 0) im Intervall (eq,¢cp) echt unter ¥(-; 0) verlduft, es muf also gelten

U(e;0) —g(e) =0 fiir e € {eq,ep} und V(g;0) — g(e) > 0 fire € (gq,6p). (5.22)
Sei dabei g(e) = ¢+ se, d.h.

s = s(casep) = (Y(en; 0) — V(243 6))/ (e — €a)
¢ = c(ea, €p) = V(ea;0) — sea, (5.23)

dann mufl weiter gelten o(e;6) — s # 0 fir ¢ € {eq,ep} und damit

0(gq;0) —s>0 und o(ep;0) —s<0. (5.24)
(i) Weiter miissen unter der Voraussetzung (i) €q,€p,s und ¢ so gewdhlt werden
konnen, dafl gilt

2
—  fiir ein n € IN. (5.25)

I (e 5-9)-—/€b de _ 1
e ) V(0 —ge) nVou

(iii) Unter den Voraussetzungen (i) und (i) ist die Verschdirfung der Bedingung
g <l <ep zu

(5.26)

b ede 1 /2
folea, 223 6) 1= / V(e 0) —g) 5\/%

notwendig und hinreichend fiir die Existenz einer nichttrivialen Losungu € C*(0,1)
von (5.21).
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Beweis. Wir verwenden wieder € = u,, und erhalten, daf u(z) = [ £(£)d¢ genau
dann eine Losung von (5.21) ist, wenn gilt

pe” —o(e;0) = —s, (5.27a)

£(0) =£'(1) = 0, (5.27b)
1

und /0 e(§)d¢ =1, (5.27¢)

wobei s eine beliebige noch unbestimmte Konstante ist. Setzen wir y; = ¢, yo = &
und schreiben (5.27a) als Anfangswertproblem

yll =Y2,
1 (5.28)
Y =;(0(y1;9) — ),

(0)

yi(20) =y %

y Y2 ('IO) =Y,

so geniigt die rechte Seite wegen der Differenzierbarkeit von o einer lokalen Lipschitz-
bedingung, und nach Picard—Lindel6f existiert zu beliebigen Anfangsbedingungen eine
eindeutige lokale Losung y : (g —6, 29+0) — IR2. Weiter unten werden wir sehen, daf
wir bei den uns wegen den Randbedingungen (5.27b) interessierenden Anfangsbedin-
gungen stets periodische Losungen erhalten, die damit beschrinkt und global sind.
Fiir die weiteren Betrachtungen integrieren wir noch einmal (5.27a), und erhalten

pd deys g _ a4 A em
de(dx) = pe'e” = (o(g;0) — s)e’ = dx(\l’(ﬁ,a) se —c)
=:f(g;s,¢)
de.o 2,
(@) - Mf(gasac) (529)
2
e =%/ fles0) (5.30)

Dabei ist ¢ eine weitere beliebige Konstante, und wir wollen Losungen zu + bzw. —
in (5.30) als positiven (' > 0) bzw. negativen (' < 0) Losungsabschnitt bezeichnen.

Sei nun £(0) =: ¢,, dann mufl wegen £(0) 20 gelten
f(eq;s,¢) =0, (5.31)
und weiter
o(gq;0) — s #0, (5.32)

denn im Falle o(g,;0) —s = 0 ist € = &4, £’ = 0 die eindeutige Losung von (5.28), und
mit (5.27c¢) folgt e, = [, wir erhalten also wieder die triviale Losung. Damit / f(; s, ¢)
reell ist, muB ferner gelten f(e(x);s,c) > 0 Vo € [0,1], und wegen f(e(1);s,c) 20
muf} e(x) fiir alle € [0, 1] in einem Intervall mit Randpunkten e,,¢; liegen fiir ein
Ep F# €4 Mit

f(ep;s,¢) =0 (5.33)
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und (aus dem gleichen Grund wie bei (5.32))
o(ep;0) — s #0. (5.34)

Dabei gelte oBdA ¢, < &, im anderen Falle tauschen wir die Bezeichnungen, wir
wollen also in x = 0 mit einem positiven Abschnitt starten. In Abb.5.5.(a) ist die
Situation mit der Einfachheit halber | = s = 0 skizziert.

(a)
fle;0,¢)

VAR BV
Abbildung 5.5: f(e;s,¢) und (f(e;s,c))fé firl=s5=0, 0 <0 <6g.

Wir starten nun in zg = 0 mit der Losung von & = ,/%f(a; s,¢), €(0) = g4, und
bezeichnen mit x; die z—Stelle, bei der wir ¢ = & erreichen. Falls gilt 1 = 1 so
haben wir eine Losung gefunden, im anderen Falle fiigen wir bei x1 einen negativen
Abschnitt zur Anfangsbedingung ¢(z;) = €, an. Dabei gilt fir x — x; £ 0 wegen
(5.33) ¢ — 0 und wegen (5.28) & — %(J(eb;ﬂ) — s), also ist ¢ {iberall zweimal
stetig differenzierbar, und insgesamt so glatt wie die rechte Seite von (5.28). Der
negative Abschnitt existiert bis zo = 2x1, wo wir wieder € = ¢, erreichen, und dort
konnen wir gegebenfalls wieder einen positiven Abschnitt anfiigen. Es schwankt also
die Verzerrung e im Bereich [g4,65] und f(e;s,c) im fetter gedruckten Bereich der
Kurve in Abb.5.5.(a). Wegen Bedingung (5.27¢) mufl dabei gelten

€q < 1 < ey, (5.35)

denn z.B. im Fall | < ¢, < ¢, folgt | < e(x) fiir alle x € [0,1] im Widerspruch zu
(5.27c) und analog im umgekehrten Fall. Mit (5.31) bis (5.35) ist (i) bewiesen. Um
weiter insgesamt die Bedingung (5.27b) zu erfiillen, miissen ¢4, €p, s und ¢ so gewéhlt
sein, dafl gilt

nry =1 (5.36)

fiir ein n € IN. Dabei ist entlang jedes positiven oder negativen Abschnittes ¢’ streng
monoton, und die Umkehrung

dx

1 W 1
i T S WY sl

fiihrt z.B. im Falle eines positiven Abschnittes beginnend bei zy = 0 auf

21(e) = \/g / :b \/% (5.39)

(5.37)
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Aus (5.36) und (5.38) erhalten wir (ii), was noch einmal in Abb.5.5(b) skizziert ist.
Dabei beachte man, dafl das uneigentliche Integral (5.38) genau dann konvergiert,
wenn (5.24) erfiillt ist. Falls gilt o(g4;0) — s = 0, so folgt nach Taylor

U(e;0) — gle) = 0.(g;0)e? + O(3)  fiir € — &,
und wegen

1 :1 1+ 0(¢)
VeX(0-(ea;:0) + O(e)) € \/0c(ea; 0)

divergiert das uneigentliche Integral (5.38) an der unteren Grenze, analog an der
oberen Grenze im Falle 0. (ep; 0) —s = 0. Bei der genaueren Diskussion von Bedingung
(5.27c) konnen wir uns schliefllich wegen

1L /Ols(x)dx _ n/om c(z)dz

auf einen einzelnen Ast einschrinken. Dabei erhalten wir

(5.39)

(5.40)

1 £
/ e(x)dr = \/E/ ' ede = L
0 2 Jea VU(e30) —g(e) 7
und damit (iii). Eine aus n Abschnitten zusammengesetzte Losung von (5.27) wollen
wir schlieBlich n—Ubergangs-Losung nennen. Man beachte, daff eine n—Ubergangs—
Losung perioglisch ist mit Periode x1 = % Da ferner jede nichttriviale Losung von
(5.1) eine n—Ubergangs—Losung sein muf, handelt es sich bei den in Abschnitt 5.1 in
einem (1,0) mit \(1,0) = k*n verzweigenden Asten wegen der Darstellung (5.6) um
Aste von k-Ubergangs Losungen. Hierauf werden wir in Unterabschnitt 5.2.3 noch
einmal zuriickkommen. O

Bemerkungen und Definitionen: Mit Lemma 5.4 ist die Aufgabe, eine nichtriviale
Losung von (5.1) zu finden, dazu transformiert, Paare (g4,¢p) zu finden, sodafl mit
(s,c) gegeben durch (5.23) die Bedingungen (5.22), (5.24) sowie die Integralgleichun-
gen (5.25) und (5.26) erfiillt sind. Dies fiihrt zu folgenden Definitionen:
Zu gegebenem @ wollen wir Paare (g4,¢5) € IR?, soda8 (5.22) und (5.24) erfiillt sind,
als zuléssig bezeichnen, und die Menge dieser zuliissigen Paare als Z(8).
Entsprechend kénnen wir auch Paare (s,c) C IR? zuliissig nennen, sofern passende
€4, €p existieren, soda (5.22) und (5.24) erfiillt sind. Diese Sprechweise wird z.B. in
[CGS84] verwendet, und wie dort bezeichnen wir die Menge der zuléssigen (s,c¢)-
Paare als X(0).
Durch (5.23) ist nun eine Abb. T'(+;0) : Z(0) — X(0), (ca,&p) — (s,¢) gegeben, die
offensichtlich bijektiv ist fiir # < ;7. Im Falle 8 > 63, konnen jedoch zu gegebenen
(s,c) € 3(0) zwei verschiedene Paare (5((11),61()1)) und (8((12),51()2)) existieren, sodaf (5.22)
erfiillt ist. Dabei gilt jedoch stets

el < el()l) <0<e? < 61()2), (5.41)
und nur eines der beiden Paare kann die Bedingung ¢, < [ < g, erfiillen, sodafl wir in-
formal (d.h. fiir @ > ), unter Angabe von [) stets eine 1 : 1-Beziehung zwischen Z(0)
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und ¥(6) erhalten. Damit kénnen wir I; und I auch als I;(s, ¢) == Ii(g4(s, ¢), €5 (s, ¢)),
i = 1,2 iiber X(0) betrachten, wofiir wir dann der Einfachheit halber I;(s, ¢) schreiben.
Eine Veranschaulichung der Mengen =(#) bzw. ¥(0) fiir verschiedene Temperaturen
folgt im né#chsten Unterabschnitt, und bildet die Grundlage fiir die Diskussion der
Integrale I;(+;6) und I3(-; 0) iiber ihrem gemeinsamen Definitionsbereich Z(¢) in Un-
terabschnitt 5.2.2.

Der Grund fiir die zweigleisige Vorgehensweise liegt darin, dal wir die Mengen =(6)
fiir anschaulicher halten, wohingegen in der Literatur, insbesondere in [CGS84], I3, I
iiblicherweise iiber ¥(6) diskutiert werden.

Interpretieren wir weiter die Ortsvariable z als Zeit, so gibt I1 (g4, p; 0) die Zeit x1 an,
die eine Losung benotigt, um im Phasenraum IR? vom Punkt (g,,0) zum nichsten
Schnittpunkt (e,0) mit der ¢ = 0 Achse zu gelangen. Daher stammt der Name
Time—Map. Das Integral I5(g,,p;0) ergibt die Dehnung bei 21 und sei im weiteren
als Dehnungs—Map bezeichnet.

Man beachte, dal es nach Lemma 5.4 im weiteren darum gehen wird, fiir ein n €
IN Schnittpunkte der Hohenlinien I (e4,ep) = 1/n+/2/pn und Is(gq,e5) = 1/n/2/p
tiber 2(0) zu finden. Aus einem Tupel (g4,¢5) € Z(0) erhalten wir dann genau zwei
Losungen von (5.1), und zwar €1(-) mit €1(0) = &, und die um die halbe Periode x;
gegeniiber ¢; verschobene Losung ea(+) mit €2(0) = 5. Diese beiden Losungen besitzen
stets genau die gleichen Eigenschaften im Sinne von freier und innerer Energie usw.,
und fiir den Rest dieses Kapitels werden wir stets Losungen mit £(0) = ¢, betrachten,
ohne weiter zu erwihnen, dafl die gleichen Eigenschaften auch fiir die verschobene
Losung mit (0) = g, gelten.

Damit ist nun Gy (6,1) durch die Tupel (g4, €p) parametrisiert, und es erweist sich als
zweckméfig, diese Parametrisierung zu schreiben als

1 /2 1 /2
P -

0,1) = {(cq, €, 2(0) x IN : I (eq,€:0) = =/ =, In(ea,c:0) = —1/ =},
G (0,1) = {(ea,,1) € E(0) % 1(€as€0;0) n\/; 2(€a,€0;0) n\/;}

also das durch (g4,¢5) gegebene n € IN in GE (6,1) (formal redundant) mit aufzu-

nehmen. Man beachte, dafi die Existenz einer Parametrisierung von Gy (6,1) durch
Tupel (y1,y2) € IR? trivial ist, und wir Gy(6,1) z.B. auch durch Tupel (£(0),<’(0))
parametrisieren kénnen. Der Wert von GL liegt in der analytischen Zuginglichkeit
und in der (unter gewissen Schwierigkeiten) numerischen Berechenbarkeit.

Schlieflich weisen wir noch darauf hin, daf fiir feste 6, £,, &, unmittelbar nach (5.38)

NI

x1=0(n2) (5.42)

gilt, was fiir das stationdre Problem den Kern der Bedeutung der Gréfle von p aus-
macht.

5.2.1 Die Mengen Z(f) und () zulissiger Paare

Ziel dieses Unterabschnittes ist, eine Anschauung der Mengen Z(0) bzw. 3(#) zu geben
und dabei einige wesentliche Begriffe einzufithren. Ferner notieren wir ein einfaches
Korollar aus Lemma 5.4.(i).

In Abbildung 5.6 sind fiir verschiedene Temperaturen links =(6) (g iiber €,), rechts
Y(0) (c iiber s), und dazwischen jeweils Beispiele fiir zu verschiedenen (g,,¢ep)— bzw.
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(s,c)-Paaren gehorende Geraden g an VU(e; ) skizziert. Die Funktion ¥(-;60) — g(-)
ergibt sich dann, indem der linke (= ¢,) und der rechte (= ¢5) Endpunkt des fett
gedruckten Abschnitts auf Null geschoben werden.

Aus (5.22), (5.24) ist dabei klar, dafl Z(6) bzw. X(0) fiir alle 0 (fiir 0 > 6 leere) offene
Mengen sind. Bei der Beschreibung von =(6) geht es vor allem darum, die Rénder in
geeignete Teile zu zerlegen und fiir diese Bezeichnungen einzufiihren, auf die wir uns
bei der Diskussion von I; und I5 beziehen werden, da insbesondere das Verhalten von
I, iiber Z(0) (bzw. ¥(#)) zu den Réndern hin wesentlich sein wird.

Die Skizzen wurden mittels des Programms Mathematica® berechnet fiir ¥ in der
Form (2.10) mit den Daten aus (2.12). Insbesondere ist auch der nur von 6 abhéngige
Teil Wy (0) = ¢,0(C1 — In(f)) + Co mit beriicksichtigt, was sich in der Ordinate von
¢ in ¥(0) auswirkt. Dabei haben wir C; = 7.5 gesetzt und uns fiir die Normierung
Coy = —c,01(C1 — Infyr) entschieden, sodal W(0,0y7) = Ug(fs) = 0*. Im einzelnen
gilt nun fiir die verschiedenen Temperaturen:

(a) 0 = Oy = 348.75: E(0pr) ist das skizzierte ,abgerundete Dreieck®, und wir
zerlegen den Rand 0=(6)s) wie angegeben in die drei Teile 0;2(0ys), © = 1,2, 3.
Es ist 012(0y) gegeben durch —la(0ar) < e, = & < l2(0pr), und E(0yr) und
03E(0pr) treffen sich im sogenannten Maxwell-Punkt Py := (e_(0ar),e4(0rr)),
dessen Bild T'(Pas; 0ar) =: (S0, o) unter T'(+;0ps) wir ebenfalls als Maxwell-Punkt
Py bezeichnen. Eine Erlauterung dieses Begriffes folgt weiter unten.

Die Bilder von 9;=(6r), ¢ = 1,2,3 unter T sind in X(6;7) analog bezeichnet.
Qualitativ gleiche Z(0) und X(0) erhalten wir fiir alle 6 < 6.

(b) O < 0 =360 < Op: Fiir 0 > 6y entsteht wegen der Konvexitéit von W bei e =0
eine nach innen wachsende Beule zwischen ¢, = ¢, = —1;(0) und ¢, = ¢, = [1(6),
die bei 8 = 360 die skizzierte Form angenommen hat, und deren Rand wir mit
04Z(0) bezeichnen. T'(94Z(360);360) liegt nun im Innern von ¥(360) nahe dem
zur zweiten der mittleren Skizzen gehorenden (s, c)—Paar. Die restlichen Rénder
werden analog zu (i) abgebildet.

(¢) 8 = 370 < Op: Besagte Beule ist so grofl geworden, daf§ Z(370) in drei disjunk-
te Gebiete zerfillt, bezeichnet mit Z_(370), E3/(370), =4 (370). Zusitzlich zu
Py(370) erhalten wir nun Punkte P]\j;*, die wir als Neben-Maxwell-Punkte be-
zeichnen wollen. Eine Erliuterung dieses Begriffes folgt unten und abschlieflend
in Abschnitt 5.5. Um nicht zu umstéandlich zu werden sind nur die auf {¢, = &3}
liegenden Rénder von =4 (370) bezeichnet, und auf eine Beschreibung der Bilder
von 0=(370) unter T'(-;370) verzichten wir ganz.

(d) 04 < 0 = 380 < Ok: E(0) zerfiillt fiir § > 0 in die zwei Gebiete Z_(0) und
E4(0) mit e, < &, < 0 bzw. 0 < g4 < &, und wir erhalten zwei Maxwell-Punkte
P7(380). Zusitzlich sind in der Z(380)-Skizze die Geraden &, = I3(380) und
ep = 14(380) eingezeichnet, dies bezieht sich auf Korollar 5.5.

¥:(380) ist nur fiir = () eingezeichnet. Man beachte, dal Z(0) wegen der Symme-
trie von ¥ stets symmetrisch ist zur Geraden ¢, = —¢y, sowie ¥(0) symmetrisch
zur Geraden s = 0.

*Angaben zu C; und C» fehlen in [Bub95]
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Abbildung 5.6: Beispiele zuldssiger Mengen Z(0) und X(6) fiir 6 = 65, 360, 370, 380.
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Fiir # — 0k schrumpfen die beiden Teilgebiete von =(6) auf die Punkte 4(1*,1*)
hin zusammen, mit [* = [;(0g) = l2(0;) = \/3a2/10as ~ 0.053, und fir 6 > Ok

ist Z(0) leer und es exitieren keine nichttrivialen stationiren Losungen.

Das folgende Korollar aus Lemma 5.4.(i) faft die Bedingungen zusammen, unter
denen keine nichttrivialen Losungen von (5.21) existieren kénnen:

Korollar 5.5 FEs besitzt (5.21) keine nichttriviale Losung fir
(i) 0 < 0g und |l| > 4(0)
(ii) O < 0 und [ beliebig.

Weiter existieren Kurven ls : [0g,0k] — [0,11(0K)], la : [0r,0k] — [l2(0K),c+(0R)],
sodafs

(iii) fir 0p < 0 und |l] <13(0) oder |I| < 14(0)
ebenfalls keine nichttriviale Losung von (5.21) existiert.

Abbildung 5.7 soll nun noch dazu dienen, die Maxwell-Punkte sowie die zugehorigen
Maxwell-Linien zu erldutern, sowie die Kurven I3 und /4 in der ——Parameterebene
zu veranschaulichen. Zuvor geben wir noch folgende Definition der Maxwell-Linie:

Definition 5.6 Zu gegebenen (I,6) bezeichnen wir eine Gerade gp; als Mazwell-
Linie, wenn gilt: es gibteq <1 < eg, so daff ¥(e,0)—gn(e) > 0 fire € (eq,e3) und ¥
von gar in £q und eg tangential geschnitten wird. Schreiben wir wieder g(e) = ¢+ se,
so muf also gelten o(eq,0) —s = o(e3,0) —s=0.

Im ¥—e-Diagramm Abb.5.7(a) ist fiir & > 0g und positive Verzerrungen die ¥(-, 6)
konvexifizierende Maxwell-Linie gp/(-) eingezeichnet, durch deren Schnittpunkte mit
VU die Stellen e, = [3(0) und eg = 14(0) gegeben sind. Fiir § < 0 verbindet gy, die
Punkte (e_(0),¥(¢-(0),0)) und (£4(0), ¥(e4(0),0)), dort konnen wir also l4(-) durch
e4 () fortsetzen, vgl. gy in Abb.5.7(c). Die Maxwell-Linie gjs stellt das Infimum der
in Lemma 5.4.(1) beschriebenen zuléssigen Geraden dar, erfiillt selbst jedoch nicht
die notwendige Bedingung (5.24), und hingt direkt mit nichttrivialen Losungen von
(5.27) fiir 4 = 0 zusammen, die die freie Energie minimieren, siche Abschnit 5.4. Die
Schnitt(Beriihr-)punkte e4,e5 von gas(-) mit ¥(-,8) ergeben zusammen gerade den
Maxwell-Punkt Py = (€q,€3) in Z(6). Dementsprechend erhalten wir fiir § > 0
zwei Maxwell-Punkte Py, (0) und Py, (0). Weiter existiert ein 6y < 0* < 6, sodaf
fiir * < 0 < g Punkte P]ﬁ* existieren, die ebenfalls Maxwell-Linien gemé&fl Defini-
tion 5.6 ergeben, sieche Abb.5.7(c). Diese Punkte und die zugehorigen Linien wollen
wir jedoch nicht als Maxwell-Punkte bzw. Linien betrachten, sondern als Neben—
Maxwell-Punkte (Linien) bezeichnen. Die Begriindung hierfiir folgt in Abschnitt 5.4.
Als Aquivalent von gy wird in das zu ¥ gehérige o—e-Diagramm die Gerade o = s
eintragen und dort ebenfalls Maxwell-Linie genannt, siche die o—e—Diagramme in
Abb.5.7(b). Die Maxwell-Linie kann auch direkt im o—e-Diagramm konstruiert wer-
den gemifl Maxwells ,,equal-area—rule“, denn wegen

/:B o(e,0) — sde = ¥(eg) — VY(eq) — s(eg — €a)

=V(eg) —seg—c— (V(eq) — S6q —¢) =0
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(a) gy fiir 05 < 0, 1> 0 (c) gar und Neben-Maxwell-Linien gy, girs
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Abbildung 5.7: zu I3 und l4, gegeben durch die Maxwell-Linie gjs, die Maxwell-Linie
im o—e—Diagramm und Maxwells ,equal-area—rule“, Haupt— und Neben—-Maxwell—-
Linien fiir gewisse 6, sowie die Kurven e, +l1,12,13,14 in der 8- Parameterebene.

miissen die beiden schraffierten Gebiete die gleiche Fldche haben. In Abb.5.7(d) sind
schlieBlich noch fir ¥ in der Form (2.10) mit den Daten aus (2.12) die expliziten
Kurven £/;, +ls und €4,c_ eingezeichnet, sowie das qualitative Verhalten von /3 und
l4. Fiir (6,1) aus dem schraffierten Gebiet existieren keine nichttrivialen stationiren
Losungen.

Bemerkung 5.5 Falls ¥(-,0) ein double-well Potential ist, wird die Maxwell-Linie
iiblicherweise unabhéngig von [ definiert als die W(-, §) konvexifizierende Gerade gy,
die die beiden Minima (¢_, ¥(e_(0),0) und (e—, ¥(e_(#),0)) verbindet. Anschliefend
erhélt man fir die Existenz nichttrivialer Losungen von (5.1) die notwendige Be-
dingung ¢_(0) < | < e4(0) an [. Fir g < 6 < 0Og bendtigen wir jedoch zwei
Maxwell-Linien, um W(-,6) zu konvexifizieren. Deshalb sprechen wir von einer zu
(0,1) gehorigen Maxwell-Linie. Unter Vernachléssigung der zu Punkten Pj; gehoren-
den Neben—-Maxwell-Linien erhalten wir damit fiir alle (, §) entweder keine oder eine
eindeutige (Haupt—) Maxwell-Linie, und Korollar 5.5 gibt an, fiir welche Werte von
(0,1) keine Maxwell-Linie existiert.

5.2.2 Die Time-Map und die Dehnungs—Map

Zunichst fassen wir einige analytische Resultate betreff des Verhaltens von I; zu
den Réndern von Z(#) hin zusammen, da dieses von wesentlicher Bedeutung ist. Das
Verhalten von I zu den Randern hin kénnen wir dann aus dem von I; ableiten. Bereits
aus (5.39) ist klar, dafl I (-;0) fiir (gq,ep) — 0=(0) \ 1E(F) gegen +oo geht, da das
Integral an der unteren oder an der oberen Grenze divergiert. Ein etwas anderer aber
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dhnlicher Effekt tritt fiir 0y < 0 und (04, 0p) — 04Z(6) mit e, < 0 und &, > 0 auf. In
diesem Fall entsteht im Innern des Integrationsintervals eine Singularitdt der Ordnung
g1, siehe die zweite der mittleren Skizzen in Abb. 5.6(b), und I; geht ebenfalls gegen
unendlich.

Dementsprechend wird die numerische Berechnung von I; und I fiir (g4, &5) — 0=(6)\
01 E(0) immer schwieriger, da die Singularitdten der Integranden am unteren oder
am oberen Endpunkt ¢, bzw. ¢, des Integrationsintervalls immer stédrker werden,
(oder eben der Integrand im zuletzt beschriebenen Fall im Innern von [g,,&5] gegen
unendlich geht), wohingegen die numerische Berechnung von I; und I von 0=(6) weg
unproblematisch ist.

Fiir (e4,e5) — 01E(0) gehen die Singularitéiten bei e, und &, ebenfalls gegen die Form
e~1, jedoch geht gleichzeitig die Linge €, — &, des Integrationsintervalls gegen Null.
Hier gilt nach [Sch84], Lemma 3.2, formuliert mit unseren Bezeichnungen folgendes:

Lemma 5.7 Es sei o(+;0) € C?(IR) und o(m;0) < 0 (mit letzterem ist I1(eq,cp;0)
fiir eq /" m und e, \, m wohldefiniert). Dann gilt

2
Li(gq,€p;0) — L fir e, /' m und g, \, m. (5.43)
—oz(m;0)

Dieses Lemma beschreibt uns das Verhalten von I3 (eq, €p; 0) — 01Z(0) mit Ausnahme
der Punkte €, = €, = %l 2(0), sowie fiir § = 65 des Punktes ¢, = &, = 0, in welchen
0e(gq;6) = 0 gilt. Man beachte, da8 (5.43) die Konsistenz der Behandlung von (5.27)
als Bifurkationsproblem in Abschnitt 5.1 und mittels der Time-Map zeigt, denn

1 ! V2or
—/— =Ii(eq,€p;0) > ———= fiir ¢, /" munde m
k\/; 1{a, €03 6) —oe(m;0) 7 o

& —o0.(e;0) = pkPr? < ANm;0) = K*r? (5.44)

Der Beweis des Lemma in [Sch84] beruht auf einer trickreichen Reparametrisierung
s

des Integrationsintervals, dem Mittelwertsatz und auf der Formel fol ﬁdy =7,
—y

und liefert im Fall o.(m;60) = 0 das Ergebnis I(e4,ep;0) — oo fiir &, , m und
€h \ m.

Ein weiteres wichtiges Resultat der Reparametrisierung des Integrationsintervals ist,
[Sch84], Theorem 3.3, dafl I;(+;0) in einer Umgebung eines m mit o.(m;0) > 0 dif-
ferenzierbar von ¢, und &, abhéngt. Diese Analysis wird nun in z.B. [SZ93] und in
[Zhe95], Kapitel 5, fortgefiihrt, wobei W(-) als double-well Potential vorausgesetzt
wird, und wir fassen die Ergebnisse wie folgt zusammen®:

Bemerkung 5.6 Speziell fiir ¥(c) = 1(? — 1)2, und damit fiir ¥ analytisch, wird in
[SZ93] gezeigt, dafl I1 und I, iiber den Zusammenhangskomponenten von = analytisch
von (g4,¢p) abhéngen. Damit sind fiir jedes n die n—Abschnitt-Losungen des (5.27)
entsprechenden Randwertproblems

1
= —ec—s, £(0)=£(1)=0, / edr =1 (5.45)
0

Seine mogliche Abhiingigkeit von einem Parameter wie § unterdriicken dabei
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durch die Schnittpunkte zweier nicht identischer analytischer Kurven (passenden
Hohenlinien von I; und Is) auf beschréinktem Gebiet in der £,—¢,—Ebene gegeben,
sodafl nach dem Identitdtssatz fiir Potenzreihen nur endlich viele Losungen existie-
ren, und diese liegen damit isoliert in H}V(O, 1). Dabei ist I; nach unten beschriankt
(ebenso bei uns I1(+;0) fiir festes 6, siehe (5.46)), sodal n—Abschnitt-Losungen nur
fiir n kleiner einem ny,., existieren, und damit existieren insgesamt nur endlich viele
Losungen von (5.45).

Zumindest im Falle ¥(-, §) analytisch in & scheint dieses Vorgehen auf das von uns be-
handelte Problem iibertragbar zu sein, d.h. wir behaupten, dafl in diesem Fall I; und
I tiber jeder Zusammenhangskomponente von =(6) analytisch von &4, ¢, abhédngen.
Damit hitten wir schlielich (fiir festes [ und ) die Isoliertheit der stationéren Losun-
gen bewiesen. Hierauf verzichten wir jedoch, unter anderem mit Riicksicht auf den
bereits betriachtlichen Umfang dieses Kapitels. Eine erste Schwierigkeit liegt ferner
darin, daf die in [Sch84] eingefiihrte Reparametrisierung von [e,, £p] voraussetzt, dafl
zwischen e, und g, genau eine Nullstelle von o(g;0) — s liegt, was im Falle eines
triple—well-¥ im allgemeinen nicht der Fall ist.

In den Abb. 5.8 und 5.9 sind nun die Ergebnisse der Berechnung von I (g, £p; 6) und
I5(eq,€p;0) iber Z(0) fiir = Oy und 0 = 360 unter Verwendung der Mathematica—
Routine NIntegrate dargestellt.

Die numerische Integration wurde stets abgebrochen, wenn bei maximal 6—facher re-
kursiver Verfeinerung der Stiitzstellen zu ¢, und ¢, hin (MaxRecursion->6) das Inte-
gral nicht auf mindestens 8-Stellen genau konvergierte (PrecisionGoal->8). Hieraus,
sowie aus der Tatsache, dafl die Mathematica—Routine P1lot3d nur mit fester Schritt-
weite arbeiten kann, resultiert das (zu grofie) Loch in Abb.5.7(al) bei g, = €, = 0,
sowie die etwas unschonen Zacken in den globalen Darstellungen Abb. 5.8(al),(bl)
und die mangelhafte Berechnung zu den Réndern 0=, 952 und 94= hin. Aus diesem
Grund haben wir den grofien Abbildungen jeweils die kleinen (a2),(a3) und (b2),(b3)
angeheftet, die beispielhaft das Verhalten von I; bei Py, (6) verdeutlichen sollen, wel-
ches uns ab Abschnitt 5.4 besonders interessieren wird. Man beachte, da}l wir in
diesen Abbildungen jeweils die sehr kleinen Ausschnitte [e_(0)/(1+1077),e_(6)/(1+
1076) x [e4£(8)/(1+107°),£,(0)/(1 +10~7)] mit einer Seitenlinge von ungefihr 10~7
betrachten.

Auch bei der Berechnung der Hohenlinien in den Abb.5.8(cl) und (c2) tut sich Ma-
thematica aus den genannten Griinden schwer. Dennoch werden wir diese im néchsten
Unterabschnitt zur Interpretation des globalen Bifurkationsverhaltens verwenden, und
deshalb hier nicht weiter kommentieren. In Abb.5.9 folgt das Verhalten von I5(-;6)
iiber Z(0) fiir # = 5y und 6 = 360. Dabei ist klar, da§ I (bis auf den Fall ¢, = —&3)
analog zu Iy fiir (e4,65) — 0Z(0) \ 1E(0) singuldr wird, da der Integrand von Iz zu
den Réndern des jeweiligen Integrationsintervalls (,4, ) die gleiche Struktur wie der
von [; aufweist. Anschaulich gesprochen werden die Singularitéiten des Integranden
von Iy in I mit &, bzw. g, gewichtet. Eine wesentliche Konsequenz hieraus ist, dafi I,
(fiir # < Op) in jeder Umgebung von Py, (6) jeden beliebigen Wert annimmt, da wir
die Gerade g nahe Pj/(0) stets ein wenig so verschieben kénnen, daf} die Singularitét
von (¥ — g)~'/2 bei g, < 0 oder die bei g, > 0 iiberwiegt, und fiir &, = —&; heben sie
sich gegenseitig auf.

In den Plots von Abb.5.9 krankt dabei die Darstellung wieder daran, dal Mathematica
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Abbildung 5.8: Numerische Berechnung von I;(+; ) iiber Z() fiir 6 = 0,60 = 360.
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nur mit einem festen Raster arbeitet. Dennoch 148t sich erkennen, wie alle Héhenlinien
von Iy auf Pys(0) zulaufen. Beziiglich des Verhaltens von I3 nicht nahe Pjs(6) lassen
wir die Skizzen in Abb.5.9 fiir sich sprechen.
SchlieBlich sind noch in Abb.5.10 I und I5 iiber 27 (380) geplottet. Da I in =% (380)
nur noch positive Werte annimmt, erhalten wir hier ein qualitativ wesentlich anderes
Verhalten als in den Abb. 5.9(a3) und 5.9(b3), und insgesamt haben sich die Formen
der Hohenlinien von I; und Is aneinander angendhert. Dafl die Singularitdten von
(U — g)~Y/2 im Integranden von I nun mit 0 < &, < &, gewichtet werden, fiihrt
anschaulich dazu, daf die entlang von 9,=71(380) verlaufenden Hohenlinien von Iy
im Vergleich zu denen von I; bei Anndherung an 93=1(380) ,spéter nach unten
abbiegen*.
Insgesamt bemerken wir, dafl eine umfassende numerische Diskussion von I; und I
iiber ganz Z(0) (und fiir viele verschiedene Temperaturen), welche das eigentliche
Ziel des Verfassers fiir diesen Unterabschnitt war, mit den Mathematica—internen
Funktionen kaum moglich ist. Insbesondere fiir (g4,¢) — 0=Z(0) \ 012(6) konnen
die globalen Skizzen kaum mehr leisten, als das beschriebene qualitative Verhalten
zu veranschaulichen. Fiir (g4,e5) — 012(0) soll jedoch noch Abb.5.11 zeigen, dafl
wenn die numerische Integration mit den eingesteﬂten Optionen ein Ergebnis liefert,
2
—o(m;0nr)
m € (0.005,0.075). Die dazugeplotteten Punkte sind das Ergebnis der numerischen
Integration von Iy (m,m +10-10"%;6,/), m = 0.005,0.007, ..., 0.073. Fiir m < 0.003,
m > 0.075 konvergierte NIntegrate nicht, und ebenso bei Verkleinerung des Integra-
tionsintervalls fiir weitere m € [0.003,0.075].

dieses hinlénglich genau ist. Es ist zunéchst durchgezogenen dargestellt,

Die aufgefithrten numerischen Schwierigkeiten fiir (e4,¢) — 0Z(0) fithren ferner zu
folgender Uberlegung bzgl. der Wahl von p fiir weitere numerische Berechnungen: Da
wir insbesondere an n-Ubergangs-Losungen mit kleinem n interessiert sein werden,
werden wir 4 im weiteren hinreichend vergréfiern miissen, um uns mit (g4, £p) so weit
von 0=(f) zu entfernen, dafl beim Losen von (5.25) und (5.26) die Singularitidten der
Integranden von I; und I noch angemessen integriert werden kénnen.

Je mehr wir jedoch p vergréflern, desto weiter entfernen wir uns von der physikali-
schen Grundannahme, dafl die Grenzflichenenergie klein ist. Mathematisch gesehen
bedeutet ein VergroBern von p, dal wir (bei fester Temperatur) die Menge der nicht-
trivialen stationdren Losungen immer weiter vereinfachen, da fiir

2 1
n > Nmax (0, 1) = N;mm{h(%gb;@) aa) < E(G)}J (5.46)

keine n—Ubergangs-Lésungen mehr existieren. Bei der fiir Abb.5.8(al) durchgefiihrten
Rechnung haben wir z.B. npax(far,2) = 22 erhalten, woraus nmyax (0,2 - 10710) ~
22 - 10° folgt. Interessanterweise wird dieses Minimum nicht im Innern von Z(6y)
angenommen, sondern auf d1=(0yy), und ist damit gegeben durch die vier Losungen

— 7+ Jrf ++ . _ 2 2 . ..
Lo ot e et der Gleichung —o. (-, 0a7) = pm*ng,,,, siehe auch den néchsten
Unterabschnitt.

Dem monotonen Fallen von n,,x(6, -) in g entspricht in der #——-Parameterebene eine
Verschiebung der Kurven von Bifurkationspunkten nach links. Ferner ist npax (-, i)
monoton fallend in 0, was der ineinandergeschachtelten Form der Kurven von Bifur-
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Abbildung 5.9: Numerische Berechnung von Is(+; ) tiber =(6) fiir 6 = 0,60 = 360.
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Abbildung 5.11: Vergleich der numerischen Berechnung von I (m,m + 10~%;0) mit

dem analytischen Grenzwert ﬁ.
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kationspunkten entspricht, zu beidem vgl. auch Abb.5.1, und insgesamt ist klar, dafl
Nmax (6, 1) fiir alle § wohldefiniert und kleiner oo ist.

5.2.3 Bemerkungen zur globalen Bifurkation II

In diesem Abschnitt interpretieren wir die Hohenlinien von /; in den Abb.5.8(c1),(c2)
und Abb.5.10(c1) in Hinblick auf die am Ende von Unterabschnitt 5.1.2 formulier-
te Vermutung zum globalen Verhalten der bifurkierenden Aste. Um eine einfache-
re Sprechweise zu ermoglichen, denken wir uns dabei p = 2, sodafl eine Hohenli-
nie zu I; = 1/n konkret einen Ast von n-Ubergangs- Losungen ergibt. Auf Grund
von Abb.5.8(cl) folgern wir nun zunéchst fiir § = 6, fest folgendes globales Bi-
furkationsszenario, und veranschaulichen dieses symbolisch in dem A-[-Diagramm in
Abb.5.12(b), wobei Abb.5.12(a) das zugehorige o—-Diagramm vor Augen fiihren soll.
Man beachte, daff nach Lemma 5.7 die im weiteren mit [}*, % € {—, +} bezeichneten
Stellen gegeben sind durch Lésungen von

—0.(:;0) = n’n?, (5.47)
was den Zusammenhang der Abb.5.8(cl),(c2) und 5.10(cl) zu Abschnitt 5.1.2 liefert.

(i) Betrachten wir zunéchst die in Abb.5.8(cl) halbkreisférmig um ¢, = ¢, = 0
herumlaufenden Hohenlinien von I7 zu I} = %, n = 2,5,10,12 so starten diese
jeweils an dem Punkt e, = g, =: [,;* < 0 aus dem trivialen Losungsast {¢ = [}

und kehren in €, = &, =: [}~ > 0 zu diesem zuriick. In diesem Sinne sind die
Punkte [;+ und I}~ in Abb.5.12(b) durch einen Ast von n-Ubergangs Losungen
verbunden.

(ii) Ferner erhalten wir in Abb.5.8(cl) genau drei Hohenlinien zu I; = 7, die ein

qualitativ wesentlich anderes Verhalten als die in (i) aufweisen. Die erste sei die
geschlossene Kurve ohne Verbindung zum trivialen Losungsast. Fiir diese folgern
wir, daf} die zugehorigen Losungen auf keinem Ast liegen, der aus den trivialen
Losungen bifurkiert (bei 8 = 6y fest).

Die beiden anderen Héhenlinien zu I; = % verbinden nun jeweils unterschiedliche
Punkte auf dem trivialen Ast, die jedoch jeweils nicht symmetrisch zu I = 0 liegen.
Stattdessen sind jeweils die Punkte {;;~ und I;z" bzw. Iy und [{5" in Abb.5.12(b)
durch Aste von 15-Ubergangs-Losungen miteinander verbunden. Dabei ist n =
15 das kleinste n bei dem wir dieses Verhalten erhalten haben. Entsprechende
verbindene Aste erhalten wir fiir alle n = 15, ... s Nmax (0015 1), Mmax (Oar, 1) = 22.

(iii) SchlieBlich deuten die auf Grund der numerischen Schwierigkeiten in Abb.5.8(c1)
jeweils sehr kurzen Hohenlinienabschnitte nahe 0=(0,,)\ 01Z2(0r) die Verbindung
der Punkte I,  und If;" in Abb.5.12(b) durch einen Ast von 12-Ubergangs-
Losungen an. Entsprechend sind fiir alle k =1, ..., 14 jeweils die Punkte [, ~ mit
k =1,...,14 durch solche einmal um die inneren Bifurkationsiste herumlaufen-
den Aste miteinander verbunden.

Fiir 8 = 0, tritt also bei n = 15 ein ausgesprochener Wechsel des globalen Bi-
furkationsverhaltens tritt. Fiir # = 360 hat das entsprechende n den Wert 10, siehe
Abb.5.8(c2). Bezeichnen wir nun dieses jeweilige n als ng(6), so wire in einem néchsten
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Schritt interessant, zu untersuchen, wie dieses n von 6 abhingt. Dabei hat 6 = 0,
zunédchst insofern eine Sonderstellung als daf fiir 6 > 6y, die Gleichung (5.47) fiir
1 < n < npax stets genau vier Losungen hat. Fiir 6§ < 63, hebt sich das Minimum
—0:(0,8), von —o.(+,0), sodaB (5.47) fiir kleine n nur noch genau zwei Losungen [, ~
und I} hat, und diese miissen durch einen Ast von n-Ubergangs-Ldsungen verbun-
den sein.

Ferner existiert ein 0y < 6* < 0, sodal Z(0) fiir > 6* den Zusammenhang verliert,
vgl. Abb.5.6 von (b) nach (c). Deshalb sind fiir § > 6* stets Punkte [, und [,
bzw. I}~ und [} miteinander durch Aste von n-Ubergangs-Lésungen miteinander
verbunden. Dies ist fiir # = 380 in Abbildung 5.12(d) skizziert, vgl. die Hoéhenlinien
von I;(+;0) in Abb.5.10(cl).

Eine weitere Konsequenz aus dem Zerfall von Z(6) fiir 6* < 6 ist, da8 fiir 0* < 6 < 0
die n-Ubergangs-Losungen nahe Py (0) (vgl. Abb.5.6(c)), die uns fiir den Rest dieses
Kapitels besonders interessieren werden, wie auch die zur ersten in (ii) beschriebenen
Ho6henlinie von I; = % gehorenden Losungen nicht auf einem bei festem 6 aus den
trivialen Loésungen verzweigenden Losungsast liegen.

(b) 8= Ou, A= —o. iiber L By 0

n=22
t i+t
(5) 8 = Oy, 0 iiber | I\ by
: = 15

1 n=12
n =10

e ——
,; - i! - . + ;’1/ ;;.DL[.,
i+

(d) 8 =380, A= —oc dber I~ o 4y
e 13 s

I i
L

(c) 6 = 380, o iiber [ g \ /\\T ne1
T\ ——

Abbildung 5.12: Skizzen des behaupteten globalen Bifurkationsszenario

Bemerkung 5.7 Wie in der Einleitung zu diesem Kapitel bereits erwidhnt, werden
wir die Behandlung von (5.1) als globales Bifurkationsproblem unter Verwendung der
Time-Map nicht mehr vertiefen, und damit die obigen grofiteils aus der numerischen
Berechnung von I; abgeleiteten Folgerungen in dieser Arbeit nicht mehr analytisch
tiberpriifen, sodafl diese primér Behauptungen darstellen.
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Dennoch haben wir gezeigt, wie fiir festes 6 die Time—Map sowohl analytisch als auch
in gewissem Mafle numerisch eine globale Charakterisierung der bifurkierenden Aste
von n-Ubergangslosungen erméglicht. Man beachte noch, daf nach Berechnung einer
Hohenlinie C der Time-Map in (numerisch) einfacher Weise [ entlang von C durch
Auswertung der Dehnungs—Map berechnet werden kann, und damit z.B. auch der
Typ einer Verzweigung aus einem Punkt [[*, x € {—,+}.
Im niichsten Abschnitt prisentieren wir noch einige konkrete n-Ubergangs-Lisungen
und schliefen damit die numerischen Berechnungen fiir dieses Kapitel ab.

5.3 Numerische Beispiele fiir n—Ubergangs-Lésungen

Zur konkreten Berechnung einiger n-Ubergangs-Losungen schrinken wir uns zunéchst
auf den Fall 0 < 0, | = 0,5 = 0 ein. Damit erhalten wir sofort ¢, = —&p, und fiir
jede Wahl von ¥(0,0) > ¢ > ¥(e_(0),0) sind (5.22), (5.24) und trivialerweise auch
die Bedingung (5.26) erfiillt. In Abb.5.13 ist nun fiir g = 2- 107> und § = 360 das
Verhalten von I; eingeschrankt auf =(360) N{e, = —&p}, also I1(—ep, €p; 0) geplottet,
wobei fiir (—ep, ep) — 042(360) und (—ep,5) — Par(360) die Plotschrittweite stark
verkleinert wurde, und noch einmal das ausgesprochen singuldre Verhalten von I fiir

(€asep) — 0=(0) \ 012(6) deutlich wird.
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Abbildung 5.13: I1(—ep, £p; 360), 81()1), 81()2), sodaB wir 1000-Ubergangs-Lisungen er-
halten fiir = 2-107°.

Bei der Rechnung fiir Abb.5.13 haben wir min{I; (—¢yp, £5;360) : (—ep,£p) € E(0)} ~
0.000275 erhalten, woraus npax (360, 2 - 10_5)|{€ — ) 3636 folgt. Man erhélt dann

fiir jedes 1 < n < 3636 genau zwei Losungen Eél) und 55)2) von (5.25) und damit n—

Ubergangs-Losungen unterschiedlicher Art, deren Formen sich fiir n — nmax einander
anndhern, und deren Eigenschaften man fiir kleine n wie folgt charakterisieren kann:
Bei der ersten Sorte gilt e_(0) < g, &~ £_(0),ep =~ €4(0) und damit V(e;,0) < ¢ =
U(eg, ). Die Gerade g aus Lemma 5.4 ist (fir kleine n) nahe der Maxwell-Linie gy,
und (eg4, £p) ist nahe dem Maxwell-Punkt Py (6). Der Draht ist im wesentlichen in den
beiden Martensit-Phasen, und die Ubergéinge zwischen der M_-Phase (d.h. € nahe bei
£2) und der M, -Phase (£ nahe &) geschehen innerhalb sehr diinner Ubergangsgebiete.
Diese Losung wollen wir als n—M_—M-Phaseniibergang bezeichnen.

Bei der zweiten Sorte gilt ¥(0,60) > ¢ ~ ¥(0,0), und die Losung besteht aus grofieren
Gebieten in der Austenit—Phase mit diinnen Martensitgebieten an den Réndern und
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weiteren diinnen Martensitgebieten im Innern fiir n > 1, was wir fortan als n—M_—
A—M -Loésung bezeichnen. Dabei wird kein ,,echtes” Martensit erreicht, sondern die
Losung bleibt nahe der Austenit—Phase.

Wir geben nun durch numerische Integration mit einer Art Schiefiverfahren berech-
nete Beispiele von 1000-Ubergangs Losungen, n-Ubergangs-Losungen fiir wesentlich
kleinere n konnten wir nicht numerisch sinnvoll berechnen. Dazu gehen wir wie folgt
vor: fiir feste Temperatur 6 und feste | und s (zunéchst [ = s = 0) wird (anfangs
durch Ablesen aus Abb.5.13) e, gewihlt, woraus sich sofort c¢ ergibt. Dann wird
(5.30) mit dem Runge-Kutta—Verfahren vierter Ordnung mit Schrittweitensteuerung
und Anfangsbedingung €(0) = 0 von 2 = 0 bis = 0.0005 integriert. Diese Losung &
von (5.30) wird akzeptiert, wenn bei z = 0.0005 erstmalig & = \/%\/\If —c <1076
gilt, andernfalls wird ¢, geeignet modifiziert. Da im Fall | = s = 0, f symmetrisch
ist, wird dann ¢ : [0,0.001] — IR mit e(x) = £(z — 0.005) fiir z > 0.0005 und
e(z) = —£(0.001 — z) fiir 0 < x < 0.005 als 1-Ubergangs-Losung fiir 2 € [0,0.001]
betrachtet. Durch Anfiigen der entsprechenden negativen/positiven Abschnitte er-
halten wir schlieBlich n-Ubergangs-Losungen auf [0, 7 - 0.001], wobei wir uns in den
folgenden Abbildungen stets auf das Intervall [0,0.001] einschréinken.

Fiir = 360 und p = 2-107° zeigt Abb.5.14 die ersten beiden Beispiele fiir die beiden
beschrieben ,,Sorten* von Losungen. Es sind von oben nach unten jeweils ¥ (-; 360) —c,
die Verzerrung ¢, die Kriimmung ¢’ sowie ¢’ mit logarithmischer Skalierung dargestellt.
Diese letzte Darstellung soll das Verhalten von &’ zu den Réndern hin verdeutlichen.
Dazu geben wir die wichtigen Groflen wie folgt an, (gerechnet wurde mit 18 Stellen
Genauigkeit):

e in (a) gilt: ¢ — ¥(0,360) = —7.75589 ~ W(=_(360), 360) — ¥ (0, 360),
c— W(e_(360),360) ~0.3-107'2, ¢, — £_(360) = 0.63 - 1075,

e in (b) gilt: ¢ — ¥(0,360) = —0.14458 - 1072 und ¢, = —0.0464.

Ferner gilt in (a) o(e,) — s = 0(ga) > 0 und o(ep) = —o(e,) < 0 (in Erfiillung
von (5.24)), und in (b) ((5.22) entsprechend) f(0;0,c¢) = —¢ > 0, was beides in der
graphischen Darstellung nicht mehr zu erkennen ist.

Als n#chstes folgen zwei Beispiele fiir nichttriviale stationére Losungen bei [ = 0.02,
0 =365 und p = 2-107°. Wieder geben wir zwei verschiedene Losungen an, wobei es
sich (wegen den wiederholt geschilderten numerischen Schwierigkeiten fiir (g4,&5) —
Z(#)) als einfacher erwies, jeweils 2000-Ubergangs-Losungen zu finden. Zuoberst sind
in Abb.5.15 nun jeweils ¥(-;0) — ¥U(0;6) und die Gerade g dargestellt. Es folgen die
sich ergebende Verschiebung u(z) = fox e(§)d¢, die Verzerrung ¢ und die Kriimmung
¢’. Man beachte, dafl bei x = 0.001 die Verschiebung jeweils «(0.001) = 0.00002
erreicht, sodal bei x = 1 die Verschiebung u(1) = 0.02 erreicht wird. Es gilt

e in (a) ¢ — U(0,365) = 3.8667 ~ W(c_(365),365), s = 0.398, ¢, = —0.08579,
ep = 0.0884, e — e = 0.61- 1074, e — g, = 0.0027

e in (b) ¢ — W(0,365) = 0.0668, s = 20.35, £, = 0.00757 und &, = 0.0487.
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(a) 1000-M_—M —Phaseniibergang,
g nahe der Maxwell-Linie
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(b) 1000-M_—A-M—Phaseniiber—
gang, Losung bleibt nahe A-Phase
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Abbildung 5.14: Zwei 1000-Ubergangs-Losungen fiir § = 360, u=2-107%,1 =5 = 0,

im einzelnen siehe Text.
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(a) 2000-M_—M-Losung mit M, (b) Losung bleibt niher der A-Phase,
Ubergewicht, ¢ nahe der Maxw.-Linie nur positive Verzerrungen
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Abbildung 5.15: Zwei 2000-Ubergangs-Losungen fiir § = 365, = 2-107%, [ = 0.02,
im einzelnen siehe Text.
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SchlieBlich veranschaulichen wir noch Rahmen numerischer Berechnungen, wie sich
die M_—M,-Loésungen in Abhéngigkeit von u verhalten (und fiir 4 — 0 der im
néchsten Abschnitt diskutierten Maxwell-Losung eps0(-) fiir 4 = 0 annéhern). Nach
(5.42) gilt 1 = O(\/@), und dies muB demnach auch fiir die Phaseniibergangsge-
biete oder Grenzflichen gelten, wobei wir eine solche Grenzfliche definieren als ein
Intervall (z;,z,) C [0,0.001], in dem die Kriimmung &’ einen vorgegebenen Wert kg
iiberschreitet, und wir legen uns hier z.B. auf kg = 1 fest. Mit obigem Schief}ver-
fahren wurden nun weitere numerische Losungen fiir [ = s = 0, § = 360 und fiir
pw=4-105pu=6-10"%u = 8- 107° berechnet. Die Ergebnisse sind in Abb.5.16
zusammen mit der bereits berechneten Losung fiir g = 2 - 107 présentiert. Mit
wachsendem p miissen wir uns dabei von der Maxwell-Linie entfernen, die Losungen
wurden erhalten fiir folgende Werte fiir c:

wl 2-107° 4-107° | 6-107° 8.27°
c—¥(s_(360),360) | 0.3-1072 [ 0.1-107% [ 0.2-107% | 0.1-1073

Entsprechend wéchst €, mit wachsendem pu, was jedoch in Abb.5.16(a) nicht zu
erkennen ist. Das wurzelartige Anwachsen der Dicke der Grenzflichen 148t sich in
Abb.5.16(b) entlang der Linie ¢’ = 1 gut erkennen.

(a) vier 1000-M_—M, Losungen (b) €’ in logarithmischer Darstellung
fiir verschiedene p, 6 = 360.
0.1 T T T 1000
100
10
0.05 1
0.1
0 0.01
0.001
0.0001
-0.05 1e-05 1

1le-06 | .

0 0.00025 0.0005 0.00075 0.001 %70 0.00025 0.0005 0.00075 0.001

-0.1

Abbildung 5.16: Aufsteilen der Grenzflachen fiir p — 0

5.4 Die Maxwell-L6sung fiir =0

Insgesamt sollten die aufbauuend auf Abschnitt 5.2 numerisch berechneten Lésungen
in Abschnitt 5.3 vor allem eine Anschauung der Losungen von (5.27) geben. In diesem
Abschnitt kehren wir zur analytischen Behandlung von (5.27) zuriick, mit dem Ziel
bei gegebenem @ stationdre Losungen mit minimaler freier Energie zu finden. Dazu
werden wir zunéchst den Fall 4 = 0 untersuchen, d.h. wir suchen stiickweise stetige
Losungen ¢ € L1(0,1) von

o(e,0) —s =0 fast iiberall, (5.48a)

/ 1 e(€)d¢ =1, (5.48b)
0
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die zusitzlich die (,rein elastische®) freie Energie minimieren sollen, also

E(()f)(a,O,G) = /01 U(e(z),0)dx < min. (5.48c)

Dabei erhalten wir (5.48a) als Euler-Lagrange—Gleichung von (5.48¢c) mit Lagrange—
Multiplikator s, denn sei € ein Minimierer und F'(n) = I(€ 4 ne, §) so muf} gelten

d [+ B
F/(U)|n:0 ~dn /0 V(e +ne,b) — s(E+ne — l)dx‘nzo

1 !
:/0 (0(&+me,0) — s)edm!nzo =0

fiir alle e € L(0,1) mit fol edz = 0, wobei wir uns bei der Differentiation unter dem
Integral selbiges in eine Summe von Integralen zerlegt denken, in denen der Inte-
grand stetig ist. Mit dem Fundamentallemma der Variationsrechnung folgt (5.48a).
Informationen iiber mdgliche Spriinge in € erhélt man aus der zweiten Weierstraf3—
Erdmann—corner (Sprung) Bedingung

U(e,f) —se st stetig iiber Spriinge in ¢, (5.49)

(£

die fiir lokale Extrema von FEj’ notwendig erfiillt sein mufl. Zusammen ergeben
(5.48a) und (5.49) die sogenannten Maxwell-Bedingungen

U(eg,0) — V(eq,0) = s(eg — €a),

s = 0(ca,8) = 0(25,6). (5.50)

Damit erhalten wir, dafl (bis auf Fall § = 0, sieche Bemerkung 5.9) ein Minimierer
e(+) entweder konstant sein muf}, und damit £(z) = [, oder stiickweise konstant mit

B €ay T E Ql
€($) = { es z € 0, (5.51)

wobei €1 und Qo disjunkt, meBbar, Q; U Qs = [0,1], und s,e4,e5 so gewéhlt sein
miissen, daf (5.48b) und (5.49) erfiillt sind. Setzen wir noch l, = || und lg = ||
so folgen aus I, + g =1 und

1
/ edxr = e[| +e5|Qa] 21 (5.52)
0
die Bedingungen
eg—1 l—eq
l, = lg = 5.53
a 5 — an B €5 — 8047 ( )

und damit wegen [,,lg > 0 fiir eine nichtkonstante Losung notwendigerweise

€a <l <eg. (5.54)



5.4. DIE MAXWELL-LOSUNG FUR p =0 119

Man beachte nun, daf§ mit (5.50) und (5.54) zwei der drei in Definition 5.6 genannten
Eigenschaften einer Maxwell-Linie erfiillt sind, es fehlt

U(e,8) —se > W(eqa,0) fiire € (eq,e5). (5.55)

Dabei definieren fiir )y < 6 < 64, d.h. fiir ¥ in triple-well-Form, die in Abb.5.17
skizzierten ,,Pseudo—Maxwell-Linien“, bzw. ihre Schnittpunkte 58),5(61) mit ¥ bei ge-

eigneter Wahl von ©; und Qg Losungen von (5.48), so da (5.50) und (5.54) erfiillt

sind. Es ist jedoch klar, daf} die so gegebenen Lésungen keine Minima von E((]f darstel-
len. Ferner verliert eine solche Pseudo—-Maxwell-Linie fiir den Fall > 0 vollsténdig
ihre Bedeutung (da in diesem Fall stets (5.55) gelten muf}), im Gegensatz zu einer
(der) nach Definition 5.6 gegeben Maxwell-Linie.

(3)9M59$£E (b) p <0 <8,

Abbildung 5.17: Pseudo—Maxwell-Linien fiir 63y < 6 < 04, bei denen die Maxwell-
Bedingungen erfiillt sind, die jeweils zugehorigen Losungen (in der Form (5.51)) von
(5.48a), (5.48b) jedoch keine Minima von Eéf ) liefern.

Bemerkung 5.8 Die in Bemerkung 5.5 vereinbarte Eindeutigkeit unseres Begriffs
der Maxwell-Linie begriinden wir nun ebenfalls daraus, daf in einem Fall, wie dem in
Abb.5.7(c) skizzierten, offensichtlich die —zu der Linie gp; gehoérigen — Losungen der
Form

E(.%')_ Eas xGQl
| eg T EQ

globale Minima von E((]f ) darstellen.
Bemerkung 5.9 In dem Spezialfall § = g sind die Maxwell-Bedingungen mit den

drei Verzerrungen e, = ¢_(0g), g = 0 und eg = €, (0) erfiillt, wobei fiir zugehorige
Losungen der Form

Eay T E Ql
ex)=¢ 0 ze
€p, TE€E Qo

wiederum (5.53) gelten mufl. Auch in diesem Fall wollen wir entsprechend Definition
5.6 und Bemerkung 5.5 die Gerade g(¢) = 0 in die beiden (0,0) und (¢4 (0g),0) bzw.
(e~(0E),0) und (0,0) verbindenden Maxwell-Linien unterteilen.
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Zusammenfassend erhalten wir fiir ein (6,1)-Wertepaar, fiir das eine Maxwell-Linie,
d.h. e, < I < eg entsprechend Definition 5.6 existieren, unendlich viele Losungen
von (5.48), die von der Form (5.51) sind, und deren (gemeinsame) freie Energie sich
berechnet zu

1
/ U(e;0)de = 1o¥(eq; 0) + 1g¥(ep; 0) = la(co + s0ea) + 13(V(ca; 0) + so(es — €a))
0

/

=co+socatso(eg—eg)

= (lo + lﬁ) co + so(la€a + lﬁz’:‘g) = ¢y + sol. (5.56)
——— —_———
=1 =l nach(5.52)

Insbesondere konnen beliebig viele Spriinge in ¢ auftreten, solange €27 und 5 mefibar
bleiben. Eine dieser Losungen ist

<zx<
emo() ={ Z;‘ ?a—:x;lﬁ (5.57)
mit einem einzigen Sprung in e, und diese Losung wollen wir im weiteren als die
Maxwell-Losung von (5.48a) und (5.48b) oder kurz als die Maxwell-Losung fiir = 0
bezeichnen. Von der physikalischen Anschauung her erwartet man nun, daf fiir kleine
u > 0, wenn wir also wieder unsere natiirliche Grenzflichenenergie hinzunehmen,
folgendes gilt.

Hypothese 5.8 Es existiert eine nach Lemma 5.4 glatte (C?), zu ¢ M0 »ahnliche®
Losung €y, von (5.27), bei der der Sprung bei [/, zu einem schmalen Phaseniiber-
gangsgebiet gegléttet ist, und minimiert (hier stets bei festem 6) die freie Energie

1 1
EY)(e,0;0) = E(()f) (e;0) + %/ e2dr = / U(e; 0) + gsidx (5.58)
0 0

unter den Losungen von (5.27). Fiir diese Losung sollte die Gerade g nahe der
Maxwell-Linie gps liegen, und wir wollen )7, als Maxwell-Losung fiir 4 > 0 be-
zeichnen. Damit wire wiederum €79 unter den Losungen von (5.48) ausgezeichnet,
als die Maxwell-Losung fiir verschwindende Grenzflachenenergie.

Eine Prézisierung von Hypothese 5.8 und der Beweis folgen im nédchsten Abschnitt,
wobei wir uns auf Ergebnisse aus [CGS84] berufen. Beziiglich der Existenz von ey,
haben wir in Abschnitt 5.2 anschaulich gesehen, da8 fiir § < 0 die Hohenlinien von
I gewissermaflen terrassenformig zu Pys(6) hin aufsteigen, siehe insbesondere die
Abbildungen 5.8(a3) und (b3), wohingegen sich alle Hohenlinien von I bei Pys(0)
treffen, sodafl die Existenz einer gemeinsamen Losung (g4,€5) von (5.25) und (5.26)
als Schnittpunkt der Héhenlinien von I7 = \/m und [r =1 \/,u—/2 insbesondere fiir
0 < 0g heuristisch klar ist.

Fiir 6 > 0 ist die Situation weniger klar, siehe die Abb.5.10, und es wird insgesamt
darum gehen, das Verhalten von [;(;0) und I5(-,0) nahe Pys(0) analytisch greifbar
zu machen.

Der Grund fiir die Annahme der Minimierung der freien Energie durch ey, wird
klar, wenn wir unter Verwendung von (5.29) und (5.27c) EY)(e,0,6) wie folgt trans-
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formieren:

1
ED(e,0;0) :/ W(e,9)+ge§d:¢
0

1 0,2 1
:/ W(e,0) — g(e) + £ (C(W(e,0) - g(e)) dm+/ ¢+ sedr
0 H 0
—_—
=c+sl
=2n ; 1{\11(8(35);9) - g(a(m))};ggdx +c+ sl

de +c+ sl

€
:2n\/g/ V(e 0) —g(e) de + ¢+ sl =: I3(eq, €p,1;0) (5.59)
Ea

Dabei wird (nach (5.56)) der Term ¢+ sl gerade minimal fiir (e4,€5) — (€q,€3), und
das Integral f;j VV(e,0) — g de, das in diesem Fall grofl wird, ist mit dem Faktor
2nm gewichtet. Ersteres besagt, dafl die Verzerrung in moglichst grolen Gebieten
in der Nidhe von ¢, bzw. €, liegen sollte um weiterhin den elastischen Anteil E(()f )
E) Klein halten, und zweiteres, da8 () moglichst wenig schwanken sollte, damit
o) fol £2dx klein bleibt: mehr als ein ein Ubergang von einer Phase zu einer anderen,

von

d.h. mehr als eine Grenzfliche, wiirde § fol £2dr nur ,unnétig* erhohen, ohne Eéf )
zu verkleinern. Ferner zeigt (5.59), daf§ auch die freie Energie einer Losung direkt
aus (€q,¢€p) und (dem auch durch (e,,p) gegebenen) n berechnet werden kann. Die
Aufnahme von n in die Parametrisierung G (1,6) ist im Sinne der algorithmischen

Berechnung von E) durch I3(eq, €y, n; #) motiviert.

5.5 Die Maxwell-Losung fiir ¢ > 0

In diesem Abschnitt notieren wir zur Prizisierung und zum Beweis von Hypothese
5.8 Ergebnisse aus [CGS84], die die Integrale I (-;6) und I5(-;8) fiir (s, ¢) nahe (so, co)
iiber ¥(0) betrachten. Eine Schwierigkeit liegt dabei darin, dal ¥(+; 0) nur fiir 6 < 6,
bzw. fiir 0 < 6 < 0k und eingeschrinkt auf positive oder negative Verzerrungen von
der in [CGS84] betrachteten Gestalt eines C®~double-well Potentials ist. Allerdings
haben wir in der in [CGS84] durchgefiihrten Analysis keine Stelle gefunden, die nicht
auf den Fall des triple—well Potentials {ibertragbar wére.

Das betrachtete Problem sei nun mit (Ps ) (fiir stationér und p > 0) bezeichnet und
lautet:

1 1
Minimiere EY) = / V(e 0) + geida@ iber H' == {e € H'(0,1) : / edr = 1}.
0 0

Bemerkung 5.10 Beziiglich der Existenz und Regularitidt eines Minimierers € gilt
dabei: schreiben wir F(e,e,) fiir den Integranden in (P ), so folgt aus der strikten
Konvexitédt von F in &4,

Fepe,=p>0, (5.60)
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daB E) nach unten halbstetig ist bzgl. der schwachen Konvergenz in H 1(0,1), siehe
z.B. [BMHO91]|, Theorem 3, wir haben also ein grundlegend anderes Verhalten als z.B.
in (2.21), und es folgt weiter, da ein absolutes Minimum & mit & stiickweise C*
angenommen wird, [BMH91], Theorem 4. Sei nun z( eine Sprungstelle von & und
gy = limy_,0 & (xg = h) so muBl nach den Weierstra-Erdmann Bedingungen

Fo(e(wo),e-) = pe— = Far(E(wo),e1) = pes

gelten, und damit & € C°(0,1). Insgesamt folgt sogar (vgl. [BMH91], Theorem 5),
daB & € C%(0,1) und die zugehorige Euler-LagrangeGleichung (5.27a) sowie die
(natiirlichen) Randbedingungen (5.27b) erfiillen muf.

Damit geniigt es, die freien Energien der verschiedenen Losungen von (5.27) unter-
einander zu vergleichen, und diejenige mit minimaler freier Energie muf§ ein absolutes
Minimum von [ iiber H ll sein, ohne daf} z.B. die Bedingung der Positivitit der zweiten
Variation iiberpriift werden muf. Fiir n-Ubergangs-Losungen mit n > 2, werden wir
auf der anderen Seite zeigen, daf diese in H}' keine lokalen (schwachen) Minimierer
von E) darstellen, d.h. in jeder H'(0,1)-Umgebung eines solchen ¢ liegt ein & € Hl1
mit B/ (£,0;0) < EU)(e,0;0), soda8 diese als Kandidaten fiir Minimierer a priori
ausscheiden. Dies geschieht in Satz 5.13, und wir werden uns deshalb ab jetzt auf
1-Ubergangs-Losungen konzentrieren.

Durchgehend sei in diesem Abschnitt 8 < 0k fest und die zugehorige Maxwell-Linie
gegeben durch (sg, cp), wobei wir uns im Fall § > 6 oBdA auf sy > 0, d.h. auf I > 0
festlegen wollen. Mit den zugehérigen e,, g geméfl Definition 5.6 und fiir > 0 klein
sei weiter

Ls = [e’;‘a + 4, g — 5]. (5.61)

Satz 5.9 Existenz der Maxwell-Losung, ([CGS84], Theorem 3.1) Zu gegebenem
0 > 0 existieren ein ps > 0 und eine Umgebung N5 von (so,cp), so dafS gilt: Fiir
p € (0, ps) und | € L existiert genau eine 1-Ubergangs—Ldsung von (5.27), gegeben
durch (s,c) € Ns. Weiter gibt es eine Konstante C = Cs > 0, sodafs

|(5,¢) = (50,¢0)|, €a — €as €5 — b = O(e"VE)  fiir y— 0 (5.62)
gleichmdfsig in | € Ls.

Gemifl Lemma 5.4 ist zum Beweis von Satz 5.9 die Losbarkeit der Integralglei-
chungen (5.25) und (5.26) fiir g nahe gps, respektive fiir (s, ¢) nahe (so,co) zu zeigen.
Dies geschieht in [CGS84] durch Einfiihren einer geeigneten Skalierung und Anwen-
dung des Satzes iiber implizite Funktionen, wobei sich die Analysis iiber 17 Seiten
erstreckt. Wir skizzieren hier kurz die Beweisidee (in unseren Schreibweisen), wobei
wir durchgehend (s, ¢) nahe (sg, co) betrachten.

Wie bereits in Abschnitt 5.2 bemerkt stammen die ,,Hauptanteile“ von I3 (s, ¢;6) von
den Singularititen von (¥(e;6) —g(e))~'/2 bei g, und ;. Bezeichnen wir diese Anteile
als T1(s, c) und Ty (s, c), so kénnen wir suggestiv schreiben

Vféh@amwﬂ@@+n@d
1
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Da in I die Singularitdten mit ¢, ~ ¢, und ¢, ~ g gewichtet werden, erhalten wir
entsprechend

l\/; ; IQ(S,C; 9) ~ 5aT1(5’C) + €BT2(5’C),

und dieses Gleichungssystem fiir 71 und 75 ergibt

5 e5—1 71—
T, ~ \/j B Ty \ﬁ fa (5.63)
HeEg — Ea HER — Ea

Nun werden die GréBen hy = hi(s,c) und ha = ha(s,c) betrachtet, die wie folgt
gegeben sind, vgl. Abb.5.18: Es seien €1 bzw. €9 die links von g,4(s, ¢) bzw. rechts von
(s, ¢) gelegenen Minima von VU (e;0) — se — ¢, dann sei h; = ¥(g;) —se; — ¢, 1= 1,2.

Abbildung 5.18: zu hy und hs,
Man beachte h;(s,c) — 0 fiir (s,c) — (S0, o), und nach [CGS84], Proposition 4.3,
gilt weiter
Ea—e’:‘a:(’)(\/hl), e’:‘lg—z’:“b:(’)(\/hl),
und es folgt ([CGS84], Proposition 5.1)
T;(s,c) = —B;Inh;(s,c) (5.64)

mit
By = (205(804))71/2, By = (2‘76(56))71/2-
Einsetzen von (5.64) in (5.63) liefert

1 ept 1 l-eg
—B—lsﬁ_ga\/Q/M -B; V2/p
)

hi(s,c) ~ e , ho(s,c) me Prepce

was wir zusammenfassend schreiben als

hy ~ e-ci OV, (5.65)
1 e’:‘lg—l 1 l—z’:‘g
)= — - .
er(d) Bleg—ea’@() Byeg —é€q

Nun werden die entscheidenden Parameter k = (k1,k2) eingefiihrt, die die ,~* in
(5.65) eliminieren, und die implizit definiert sind durch
1

hi(S,C) = enikiefci(l) V :U'/2’ wobei i = m (566)
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Damit lassen sich die Bedingungen I3 (s, c;6) = \/2/p und I5(s, ¢;0) = 1/2/p formu-

lieren als eine implizite Gleichung der Form
k =Gk, p,1)

mit diffenzierbarem G = (G1,G2) ([CGS84],Proposition 6.1), und eine Anwendung
des Satzes iiber implizite Funktionen ([CGS84], Proposition 6.2) liefert schliefllich den
Beweis von Satz 5.9.

In Ergénzung von Satz 5.9 sagt der folgende Satz, dafl bei gegebenem p > 0 keine
1-Ubergangs-Losung (und d.h. iiberhaupt keine nichttriviale Losung von (5.27)) exi-
stiert, wenn [ zu dicht bei e, oder g liegt. Der anschauliche Grund hierfiir ist, daf
(€a,ep) Wegen g, < | < g in diesem Falle zu nahe bei Pys(0) liegen mu$, d.h. es ist
L(2a,0;0) > \/2/p fiir alle (£4,6) € Z(0) mit g, < I < &,

Satz 5.10 ([CGS84], Theorem 7.1) Zu gegebenem p > 0 existiert ein 6, > 0, so dafs
(5.27) keine nichttriviale Losung besitzt fiir | < eq + 6, oder 1 > eg — 6.

Fiir das ps aus Satz 5.9 folgt also pus — 0 fiir § — 0, (und es stellt Satz 5.10 eine
Verschirfung unseres Korollar 5.5 dar), wichtiger fiir das weitere ist jedoch die Aus-
sage von Satz 5.9, daBl es fiir ein festes | aus (eq,€p) stets ein py > 0 gibt, sodafl
fiir 0 < p < pp die Maxwell-Losung von (5.27) existiert. Deshalb macht die folgende
Aussage Sinn, deren Beweis auf (5.62) und der Transformation (5.59) beruht. Es sei
dabei

S = 2/% VUE0) = gar(@)de.

Satz 5.11 ([CGS84], Theorem 8.1) Fir die freie Energie EY)(ens,,,0;0) von e,
qgilt

EW (err,0,0;60) = sol + co + \/gs + O VI fiir p— 0, (5.67)

gleichmapig in | aus einem beliebigen abgeschlossen Intervall [eq+08,e4—09] C (€a,€8)-

Es setzt sich also die freie Energie von ey, bis auf dem O(e~C/V)-Term aus dem
,rein elastischen Anteil“ cg+ sol, d.h. dem Minimum der freien Energie im Fall y = 0,
vgl. (5.56), und dem als die Grenzflichenenergie in einem Stab unendlicher Linge mit
€ \\ €q fiir £ — —oo und € " eg fiir £ — oo bekannten Term y//1/2S zusammen.
Man beachte, daf} letzterer unabhéngig von [ ist.

Auf (5.67) (und auf der gesamten zuvor in [CGS84] durchgefithrten Analysis) beruht
nun der folgende Satz.

Satz 5.12 ([CGS84], Proposition 8.1) Fiirl aus einer abgeschlossenen Teilmenge von
(ea,€p) und p hinreichend klein besitzt die Maxwell-Losung €y, eine geringere freie
Energie als

(i) jede andere 1-Ubergangs Lisung von (5.27),

(ii) die zul gehorige konstante Lisung € = 1.
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Daf§ schlielich €y, die freie Energie unter allen Losungen von (5.27) und damit iiber
ganz H ll minimiert, vgl. Bemerkung 5.10 folgt aus folgendem Satz, der besagt, dafl
n—Ubergangs-Losungen mit n > 2, die als Lésungen von (5.27) lokale Extrema von
(Ps,,) darstellen, keine lokalen Minima von (P; ) sind.

Satz 5.13 ([CGS84], Theorem 8.2) Nichtmonotone ¢ sind keine lokalen Minima der
freien Energie.

Beweis. Es sci € eine n-Ubergangs-Losung mit n > 2. Wie in [CGS84] zeigen wir,
daB8 die zweite Variation von E() an der Stelle £ in Richtung eines ¢ € H*(0,1) mit
fol edx = 0 negativ ist, also

2

d .
d—772E(f)(6 + ne; 9)|77:0 < 0.

Da n > 2 existiert ein 1 = 1/n € (0,1/2] (gegeben durch +/p/2I1(g4,¢€p;0)) mit

€ (x1) =0 und é(z1 — z) = é(z1 + ) fiir z € [0, 21]. Sei nun

I x) 0<z<2m
1= 0 25<z<1’

sodafl fol erdr = fohl é'dx = £(2z1) — £(0) = 0. Weiter sei e3 € H'(0,1) mit
1
e9(0) =1, eg9(z) =0 fiir 22y <2z <1 und / godx = 0,
0

und sei schlieBlich e(-) = 1(+) + Ce2(+). Damit gilt ¢ € H'(0,1) und fol edr = 0 fir
alle ¢, und weiter
2

d . LA
d—nQE(f) (€ + ne; 0)‘77:0 :/0 0c(8;0)e* + pedx

2x1
= / 0(£;0)(&' + Ce2)? + p(€" + (eh)’da
0

2x1
:/ 0-(€;0)é"”? + ué"dx
0

@
211
+ 2(/ 0 (8;0)8 g9 + pé"chydx +0O(C?)
0
@
Da nun ¢ eine Losung von (5.27) ist, gilt o.(¢;0)&’ = pé”, und es folgt
2z 2x1 9
@:/ Mé\///é/+ﬂé//dx:#/ [é\//é/]mdx: [é\/lél]oxl :0’
0 0

sowie

2x1
@ :QCM/O [€"egpdr = 2Cu(é"(2x1) £9(2x1) —é"(O)E&(/Ol = —2¢ué”(0).
-0 =1
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Wir erhalten also

2

d—772E(f)(é +ne;0)],_o = — 20uE"(0) + O(C?),
und da ¢ nicht konstant ist, gilt £”(0) # 0, und damit folgt fiir ¢ hinreichend klein
die Behauptung. O

Im n#chsten Abschnitt kénnen wir nun aufbauend auf Abschnitt 3.3 ein verfeinertes
Bild der Asymptotik im isothermen viskosen Fall mit Grenzflichenenergie geben.

5.6 Isothermer viskoser Fall mit Grenzflichenenergie I1

Korollar 5.14 Es sei upyg,, die zur Maxwell-Lésung €y, gehdrende Verschiebung,
upru(x) = fox emu(§)dE. Dann ist upng,, asymptotisch stabil beziglich der Dynamik
von (3.83) in H*(0,1) x L%(0,1).

Beweis. Aus der nach Satz 5.9 gegebenen Eindeutigkeit von ej7,, beziiglich (s,c) €
Ni(so,co) folgt, daB diese in H}' von den weiteren Losungen von (5.27) isoliert liegt
und damit uaz,, vom Rest von G(6,1) in H?(0,1). Ferner kénnen Ldsungen, die in
einer hinreichend kleinen H?2(0,1)-Umgebung von u M, und mit hinreichend kleiner
kinetischer Energie starten, diese Umgebung nicht verlassen, ohne im Widerspruch
zu (3.38) ihre Freie Energie zu erhohen. Die behauptete Konvergenz von u(t) gegen
unr,y, folgt dann mit (3.43). O

Auf der anderen Seite erhalten wir unmittelbar aus Satz 5.13 und nach Liapunov
folgendes Korollar zur Instabilitit von n—Ubergangs-Losungen mit n > 2.

Korollar 5.15 FEs sei é eine n—Ubergangs-Losung mit n > 2 und 4 die zugehirige
Verschiebung. Dann ist 4 instabil beziiglich der Dynamik von (3.33).

Ungeklért blieb in Abschnitt 5.5 wie in [CGS84] die Frage, ob (und fiir welche )
(@ eine konstante Losung e =1 bzw. (®) eine 1-Ubergangs-Losung ¢ # ¢ M.

ein lokales Minimum der freien Energie sein kann. Beziiglich den konstanten Losungen
erhalten wir dazu eine einfache Antwort aus Unterabschnitt 4.4.1.

Korollar 5.16 Firl e S(0) ist e =1 ein lokales Minimum von EY) dber H}.

Beweis. Angenommen ¢ = [ ist kein lokales Minimum von E() dann ist ¢ = [
instabil. Nach Satz 4.6 ist € = [ aber exponentiell stabil fiir [ € S(0), Widerspruch.O

Offen bleibt damit insbesondere obige Frage (b, und damit, ob uys, und v = wl
die einzigen moglichen stabilen stationfren Losungen sind. Falls ja, stellt sich z.B.
die weitergehende Frage nach den jeweiligen stabilen Mengen: man beachte, daf3 sich
Existenz der Maxwell-Losung und exponentielle Stabilitit von u = xl keineswegs
gegenseitig ausschliefien, was wir mit Abb.5.19 verdeutlichen. Es sind (fiir als Beispiel
0 > 64) die [-Intervalle fett gezeichnet, in denen gleichzeitig die Maxwell-Losung
existiert und u = xl exponentiell stabil ist.
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Abbildung 5.19: gleichzeitige Existenz von uyz,, und exp. Stabilitit von u = zl.

In jedem Fall kénnen wir fiir den isothermen Fall das Fazit ziehen, daf§ das System
(3.33) zwar bei geeignetem [ das Ausbilden verschiedener Phasen modelliert, jedoch
nicht das Entstehen von Mikrostrukturen, da Losungen mit mehr als einer Grenzfléiche

stets instabil sind.



6 Maximierung der Entropie unter
Erhaltung der inneren Energie

Ausgehend von der Clausius—Duhem—Ungleichung fiir die Entropie betrachten wir in
Abschnitt 6.1 zunéchst die Konvergenz von Losungen von (P) im Falle [ = 0. Hier-
zu betrachten wir (gerechtfertigt durch Satz 3.4 und die anschlieende globale Exi-
stenz) die Losungen von (P) als dynamisches System auf C := H$(0,1) x H%(0,1) x
H%/(0,1), jedoch ausgestattet mit der H%(0,1) x L*(0,1) x L'(0,1)-Normtopologie,
auf die sich im weiteren alle topologischen Begriffe beziehen. Auf diesem dynami-
schen System betrachten wir die Liapunov Funktion L = innere Energie — Entropie
und zeigen, daB (C, L) ein Gradient—System im Sinne von [Hal88] ist (Satz 6.1). Dies
stellt fiir (P,) eine Zusammenfassung der zum isothermen Fall analogen Analysis dar,
welche wir in Abschnitt 3.3 schrittweise ausgefiihrt haben!. Damit erhalten wir fiir
beliebige Anfangsbedingungen die Konvergenz der Losungen gegen die Menge der
stationédren Losungen unter der Nebenbedingung der Erhaltung der inneren Energie
(Korollar 6.2), und schliellich stabile stationéire Losungen als Maxima der Entropie
unter eben dieser Nebenbedingung. Auf dieses Variationsproblem werfen wir dann in
Abschnitt 6.2 unter Verwendung der Methodik aus Abschnitt 5.2 einen ersten nume-
rischen Blick fiir den Spezialfall [ = 0.

Fiir das nichtviskose Problem (Pg) ist L wegen der thermischen Dissipation ebenfalls
eine Liapunov—Funktion, und wir kénnen obiges Variationsproblem identisch fiir (Py)
formulieren und behandeln. Als einzigen in diesem Kapitel wichtigen Unterschied
zwischen (Pg) und (P, ) kénnen wir fiir (Pg) jedoch nicht die Relativkompaktheit von
Orbits (in C) beweisen, siehe Bemerkung 6.1, und damit auch nicht die Konvergenz
von Losungen gegen die Menge der stationdren Losungen. Deshalb gelten die Aussagen
in diesem Kapitel zunéchst nur fiir das Problem (P,), wobei wir jedoch vermuten,
daB sie auch auf (Py) iibertragbar sind.

6.1 Konvergenz fiir das Problem (P.)

Mit Y definiert nach (2.25) gilt T > 0 entlang von Losungen zu (P) nach (2.26).
Wir verwenden nun jedoch nicht unmittelbar —Y als Liapunov—Funktion L, sondern
arbeiten die Erhaltung der inneren Energie in die Definition von L ein, d.h. wir setzen

1
L(ug,uy, 6) ::/ %u? + U(ug, 0) + gu?m + (1 —0)¥y(uy,0)dz
0
=ED (ug,uy,0) — T (u,0), (6.1)

und erhalten aus (2.24) und (2.26)

. . L9, 9 1,
L=-"T=-x[ (5)de—~ [ Zujdz>0. (6.2)
o 0 o 0

Ferner ist L offensichtlich stetig auf C, und wir erhalten insgesamt folgenden Satz:

Tnsbesondere bilden auch die Losungen zu (3.33) zusammen mit der Liapunov-Funktion EY) in
Abschnitt 3.3 ein Gradient—System im Phasenraum H?(0,1) x L2(0,1).
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Satz 6.1 Die Losungen von (Py) bilden ein Gradient-System auf C im Sinne von
[Hal88], Definition 3.8.1, d.h.

(i) Zu beliebigen Anfangsbedingungen (ug,u1,00) € HE(0,1) x H%(0,1) x H%(0,1)
ist der Orbit Upso(u(t), u(t),0(t)) relativkompakt in H*(0,1) x L?(0,1) x L' (0, 1),

und die Liapunov—Funktion L erfillt die folgenden Eigenschaften:
(i1) L(ug,ut,0) — 0o fiir [|0]]cc — 0 oder ||0]|oc — 00 oder ||ug|| g + ||ue] |2 — o0,
(iii) L ist nach unten beschrdinkt,

(i) aus L(u(t),us(t),0(t)) = 0 fir alle t > to folgt, dap (u(to),6(to)) eine sta-
tiondre Lésung ist, also uy(t) =0, 0(t) = 0 fiir alle t > to.

Beweis. Nach (3.32) sind Orbits zuniichst global beschrinkt in H2(0,1) x L?(0, 1) x
L'(0,1), jedoch folgt in [HZ92], Schritt 4 unabhiingig von ¢ > 0 die zusitzliche
Abschétzung [|0(t)||~ < C. Durch Anwendung von z.B. Theorem 4.1 in [Paz75]
folgt nun, daB8 Orbits relativkompakt sind in H2(0,1) x L?(0,1) x L2(0, 1), und wegen
L?(0,1) — L(0,1) folgt (i). Der Punkt dabei ist wieder der, daf8 der Linearteil A
von (P5) im transformierten System (3.4) sektoriell, und damit —A Generator einer
analytischen und kompakten Cy—Halbgruppe ist, d.h. fiir alle t > 0 ist?

_ A . (D ) 13 (D ~
e At:M-dlag(l,e L B s B B .V £

()
wegen e Mt 0 fiir k — oo kompakt als Operator

e H2(0,1) x L*(0,1) x L?(0,1) — H?(0,1) x L*(0,1) x L*(0,1)

nach Lemma A.5. Als néchstes zeigen wir (ii), wobei wir uns der Einfachheit halber
auf das konkrete Wy (0) = ¢,0(C1 —Inf) — Cy einschrinken. Dann gilt

U(ug, 0) + (1 — 0)Wq(ug, 0) =Uo(0) + 001 (uy) + Polug) + (1 — 0)(T((0) + ¥1(0))
=c,0(C1 —In@) + Cy+ (1 — 0)c,0(Cy —1Inf — 1)
+ Wa(ug) + W1 (ug) + e (Cr — 1)
=c¢, (0—1n0) + Yo(uy) +Pi(uy)+C.
—00, 00,000 —00,|ug|—00 >0

Bei Hinzunahme der Terme 1u? + 2u2, folgt (ii), und mit analoger Rechnung beweist

man (iii). Man beachte, dafl (ii) und (iii) nicht erfiillt ist mit —Y als Liapunov—
Funktion: zum einen ist —Y unabhingig von w; und wug;, und zum zweiten gilt
Uy(0,u,) = ¢,(C1 —Inh — 1) + ¥y(u,) — —oo fiir § — oo. Beziiglich (iv) erhal-
ten wir schlieflich

. 1 4] 2 11
L:—FL/ (—x> dx—*y/ —u?xdx:O Vi>ty < O, uy = 0VE > i,
o \0 0o 0

also ist (¢, z) =: m(t) unabhingig von x, und mit c,m; = mog(uz, m)uz +yu2, =0
folgt (iv). O

2mit M analog zu Abschnitt 3.1.1
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Bemerkung 6.1 Es sind (ii),(iii) und auch (iv) ebenfalls erfiillt im nichtviskosen
Fall, (ii) und (iii) trivialerweise, und bzgl. (iv) erhalten wir

) 179, \?
L= —Ii/ <?> dez Yt>ty < 6(t,z) =m(t) unabhéngig von x,
0

und wir miissen zeigen, daf aus der Gleichung
comy = mog(Uy, m)uyy

mit von = unabhingiger linker und deshalb auch rechter Seite folgt, dafi m(t) = 0
und uy = 0. Wegen der Nebenbedingung

/01 Ugy (£, 2)dz = [(1) = 0
existiert nun jedoch fiir alle ¢ ein £ € (0,1) mit u,(§) = 0. Damit folgt
my(t) = 0 fiir t > tp, d.h. m =: 0, fiir ein 0. > 0,
und weiter
0 = 0.09(ug,0.) Uty.
>0

Angenommen nun es gilt o0BdA w, (t*,£) > 0 fiir ein t* > ¢y und ein £ € [0, 1], dann
existiert ein § > 0, sodaB us,(t,2) > 0V(t,z) € (t* —6,t*+0) x (£ —95,£+)N[0,1]).
Wegen og(u,,0) =0 < u, =0 folgt u, = 0 auf (¢*—4§,t*+0) x ((£—9,£+0)N[0,1]),
Widerspruch.

Was wir fiir (Pg) nicht zeigen kénnen ist die Relativkompaktheit von Orbits. Die fiir
(P,) verwendete Methode scheitert dabei daran, daf§ der Linearteil von (Pg) nicht
sektoriell ist, und ebenfalls scheiterten Versuche, die Relativkompaktheit von Orbits
fir (Pg) auf anderem Wege beweisen. Insbesondere kénnen wir nicht zeigen, daf}
Orbits stets unabhingig von ¢ beschriinkt sind in einem in H2(0,1)x L?(0,1) x L1 (0, 1)
kompakt eingebetteten Raum wie z.B. H3(0,1) x H'(0,1) x H'(0,1), siehe auch die
a—priori Abschitzungen in [Zhe95], Kapitel 4.2.

Mit Satz 6.1 konnen wir nun die Asymptotik von Lésungen von (P.) mittels der
abstrakten Theorie aus [Hal88] weiterbehandeln. Hier betrachten wir nur den ersten
Schritt, d.h durch Anwendung von [Hal88], Lemma 3.8.2 erhalten wir folgendes Ko-
rollar aus Satz 6.1.

Korollar 6.2 Fiir alle (ug,u1,600) € Hp(0,1)x H%(0,1)x H%(0,1) besteht die Omega—
Limes Menge w((ug,u1,00)) (definiert bzgl. H*>(0,1) x L?(0, 1) x L*(0, 1)-Konvergenz)

aus stationdren Losungen, d.h. ||us||r2 — 0, und (u,0) konvergieren in H?(0,1) x

L'(0,1) gegen die Menge der stationiren Lésungen |JyeqG(0,1) x IR . Sei weiter
Ey = E(i)(amuo,ul,ﬁo), dann konvergieren genauer die Lésungen wegen der Erhal-

tung der inneren Energie gegen die Menge

G(Eo,1) == Gni(Eo,1) U Gy(Ep, 1), wobei
gtT(EOal) = {(ua 9) € {u =uzl,0 > 0} : E(l)(l?oae) = EO}’

Gnt(Eo,1) = {(u,0) € | J Gne(0,1) x Ry : BW (ug(+),0,0) = Eo}.
6>0
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Zu untersuchen bleibt wiederum, ob G(Ep, [) eine diskrete Teilmenge von H?(0,1) x IR
ist. Dabei beachte man, dafl auch zur Berechnung der Entropie einer stationéren
Losung die Groflen (g4, €p, #) und n ausreichen, denn analog zu (5.59) gilt

1 1
T(e(-),0) :/0 —Vy(e,0)dz = —V((0) —/0 Uy (e)dx

8/

—w0) - n/xl ¥(e)S da

0 €
=—U((0) —n 'u/Eb —6

Damit ist wiederum E® (e, 0,0) fiir 6 konstant gegeben durch

de =: I4(eq,€p,m, 0). (6.3)

ED(e,0,0) =EY)(£,0,0) 4+ 0Y(c,0) = Is(cq,ep,n,0) + 014(q, €p, 1, 0)
=:I5(eq,€p,m, 0). (6.4)

Betrachten wir nun die beiden reellen Funktionen I; und Is iiber dem dreidimensio-
nalen Definitionsbereich

(€as€p,0) € Z = U =(0) x IRy,
>0

(Z wie zulissig), so kénnen wir mit
Nmax = Mmax (1) := max{Nmax(0, 1) : 6 > 0} < 00

Gnt (Fo; 1) charakterisieren als endliche Vereinigung

Mmax
Gut(Eo; 1) = |J (Mf* N M3 N My),  wobei

n=1

1 /2
M7 = {(gq,€p,0) € Z : I1(2q,p,0) = E\/;}’

[ /2
M3 = {(eq,p,0) € Z : Iz(gq,6p,0) = E\/;}’
M?? = {(€a,€b,9) € Mln N M2n : 15(60”617’”’9) = EO} (65)

Dabei ist aus Abschnitt 5.2 anschaulich klar, daB fiir n = 1, ... nyax die Mengen M7
und M3 zweidimensionale Mannigfaltigkeiten sind, aus deren Schnitt man jeweils
Kurven im IR? erhilt, und als niichstes ist zu zeigen, da8 I5 nirgendwo entlang einer
dieser Kurven identisch Fjy ist. Unter den entsprechenden Glattheitsvoraussetzungen
erhalten wir also insgesamt eine zu Abschnitt 5.2 analoge Situation, und kénnen
vermutlich wie in Bemerkung 5.5 vorgeschlagen vorgehen, um die Isoliertheit der
Elemente von G(Ey, ) zu beweisen. Dies bleibt analytisch zu untersuchen.

Fiir das Kontinuum {u = xl,0 > 0} der trivialen stationiren Losungen gibt es jedoch
trivialerweise stets genau ein 6, sodafl E(g,0,0) = Ey, denn fiir alle (¢,6) in H'(0,1) x
Ry gilt

1
DyE(e,0,0) = —(9/ Woo(e(),0)dz > 0,
0



132 6. MAXIMA DER ENTROPIE BEI GEGEBENER INNERER ENERGIE

vgl. (4.49). Es ist G (Eo,l) also einelementig, und allgemeiner existiert zu jedem
u € H?(0,1) genau eine Losung 6 = O(u,) von E(u,,0,0) = Ey.

In jedem Fall haben wir wegen L \, min < T " max das Variationsproblem der
Maximierung der Entropie unter Erhaltung der inneren Energie gefunden, dafl wir im
folgenden als (P,) bezeichnen wollen und notieren als

1
Mazimiere Y(e,0) iiberZ; := {(,0) € H5(0,1) xR : / edr =1,E(£,0,0) = Ep}.
0

Rechnen wir hierfiir noch einmal die zugehorige Euler-Lagrange—Gleichung nach, so
erhalten wir wieder (5.27), was auch noch einmal zur riickwértigen Kontrolle der
Herleitung dienen mag. Die Lagrange—Funktion lautet

H(e,0) :="(e,0) + f1[E(£,0,0) — Eo] + ﬁg[/ol edr — ]

1 1 1
:/ —Uydx + ﬁl[/ U — 00y + %a'de — Eo] + 62[/ ede —1]  (6.6)
0 0 0

mit Multiplikatoren (31, G2, und wir erhalten
1 1 1
DyH :/ —Wygdx + ﬁl/ Wy — Wy — OWpedx = (1 + 619)/ —Wyp dx
0 0 0o~~~

20 & pr=—

1
0
1 1 /1
N—)DEH:/ —Wo.dr — 5/ U, — 0V, — pue’dx + 3o
0 0

20 oW, —pe’ — 0B, =0. (6.7)
~~

=S

6.2 Numerische Experimente zum Problem (P,)

Aufbauend auf der in Kapitel 5 hergeleiteten Parametrisierung der stationdren Losun-
gen von (P) durch Tupel (g4, €5, 1, 0) soll das Variationsproblem (P,)) fiir unser Beispiel
W numerisch untersucht werden, wobei wir die Ergebnisse graphisch veranschaulichen.
Um die Idee zu verdeutlichen betrachten wir zunéchst Abb.6.1. Dort sind in (a) so-
zusagen als Urbilder die als Tupel (g4, p,6) mit €, = &, parametrisierten trivialen
stationdren Losungen skizziert. Dann wird fiir jedes dieser Tupel (mit trivialer Rech-
nung) die innere Energie F, die Dehnung [ und die Entropie T bestimmt, und in
den E-I-YT Raum in Abb.6.1(b) eingetragen, wodurch wir die skizzierte Entropie—
Fliche bekommen. Dafl wir dabei stets eine negative innere Energie erhalten, liegt im
wesentlichen an der Normierung ¥(0,65,) = ¥o(0ys) = 0.

Man beachte, dafl wir uns bei der Parametrisierung in Abb.6.1(a) noch auf kein [
oder FEjy festgelegt haben, aufler aus Symmetriegriinden auf [ > 0. Der Grund ist,
daBl wir so bei der Suche nach nichttrivialen Losungen die Bedingung (5.26) zunéchst
ignorieren konnen. Die Idee besteht dann darin, fiir eine moglichst grofie Auswahl an
Temperaturen 6 und verschiedene n € 1,. .. nyax(p, 0) (5.25) iiber Z(6) zu losen. Fiir
die jeweiligen Losungstupel (gq4,€p, 1, 6) berechnen wir dann I = n\/u/21I5(eq, p, ),
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T = Ii(eq,p,m,0) und E® = I5(e4,p,1,0) nach (6.3) bzw. (6.4) und tragen das
dadurch gegebene Tupel (E,[,T) wiederum in das E—--Y Koordinatensystem ein.
Anschliefilend erhalten wir dann fiir jedes (FEy,l)—Paar eine (senkrechte) Gerade h
durch den E-I-Y Raum, auf der die Entropien der stationéiren Losungen aus G(Ey, 1)
liegen, und hoffen, ausreichend viele (e, ey, n,0)— Tupel berechnet zu haben, dafl

(i) das Maximum von Y entlang h tatséchlich ein globales Maximum von (P,) ist,
bzw.

(ii) wir insgesamt ein klares Bild der stationdren Losungen im E-/-Y Raum bekom-
men.

Abbildung 6.1: Die trivialen stationéren Losungen im e,—£,—6— und im E@_ -1
Raum.

Dies ist also die grundlegende Idee dieses Abschnitts. Nun tritt jedoch bei der ge-
wissermaBen einfachsten Implementation dieser Aufgabe, etwa durch Uberpriifen von
(5.25) iiber Z(#) mit einem festen 6-¢,—¢,Raster, wieder die in Abschnitt 5.2 be-
schriebene prinzipielle numerische Schwierigkeit auf, da§ Losungen von (5.25) insbe-
sondere fiir kleine p und kleine n sehr dicht an 0=(6) \ 01Z(0) liegen, und dort I
(und damit i.a. auch Is sowie I) nicht angemessen integriert werden kann.

Aus diesem Grund schranken wir uns im weiteren auf den Fall [ = 0 und damit auf
0 < O ein, sowie ferner auf den Fall s = 0 und d.h. ¢, = —& ein. Letzteres stellt eine
echte Einschrinkung dar, da fiir 037 < 6 < 6 durchaus n~Ubergangs-Lisungen zu
[ = 0 mit s # 0 existieren, siche z.B. die ,,parallel“ zu 04Z(0) verlaufende Hohenlinie
zu Iy = 0 in Abb.5.9(c2). Fiir § < ) existieren jedoch keine Losungen von (5.27)
mit s = 0, siche [FS90], Lemma 4.4.

Insgesamt werfen also nur einen ersten numerischen Blick auf das Problem (P,), der
jedoch unseres Erachtens nach fiir kleine p als stellvertretend fiir das ganze Problem
angesehen werden kann. Konkret vergleichen wir in Abb.6.2 in Abhéngigkeit von der
inneren Energie die Entropien von 1-, 2000 und 4000-Ubergangs-Losungen. Dabei
hat die Gleichung I1(—ep,ep;0) fiir € < 0 und n < nmaxhea:ieb} entweder genau

eine Losung 82”’2) (0), oder genau zwei Losungen al()n’l)(ﬁ) < 82”’2) (0), vgl. Abb.5.13
fiir # = 360, und zum Bestimmen der 1-Ubergangs-Lésungen haben wir uns zu der
Niherung von g2 (#) durch €4 (0) entschieden, sowie von egl’l)(e) durch die Abzisse
des Schnittpunkts von {e, = —&3} mit 04=(0). Man beachte, dal diese Randverzer-

rungen tatséchlich nur im Grenzwert in einem Draht unendlicher Lange angenommen



134 6. MAXIMA DER ENTROPIE BEI GEGEBENER INNERER ENERGIE

werden konnen, da
L(—e, " (6),6)(0),6) =00, i=1.2.

Damit miissen wir auch die Entropie unserer 1-Ubergangs-Losungen nihern, da mit
I, auch I4(—6I()1’Z)(9), 61()1’2) (0),1,0) divergiert. Da jedoch die Verzerrung im Draht bis
auf ein winziges Ubergangsgebiet +¢;, betriigt, betrachten wir Y(e,6) = —U}(6) — e
als hinreichende Niherung fiir die Entropie der 1-Ubergangs Losungen, und ebenso
die numerische Integration von I3 als Ndherung fiir deren freie Energie nach (5.67).
Die Entropie wie auch die freie Energie der weiteren n-Ubergangs-Lésungen berech-
nen wir dann nach (5.59) bzw. (6.3) durch numerische Integration von I3 bzw. Iy,
und schlieflich die innere Energie nach (6.4).

Die (etwas komplizierte) Erlduterung der Abbildungen 6.2(a) bis (e) lautet nun wie
folgt:

(a) Dargestellt sind die jeweils zwei Aste von 1- (niiherungsweise),2000— und 4000
Abschnitts—Losungen, parametrisiert durch die Verzerrung e, am rechten Rand
iiber der Temperatur.

Das zu 6(1’1)(9) gehorende Kontinuum von 1-Ubergangs-Losungen verzweigt bei
0 = 0y = 348.75 (ndherungsweise, exakt bei 6 = 0y, — ’2—7;2 ~ Oy —1-107%) aus

dem trivialen Losungsast. Es wurde 85()1’1)((9) berechnet fiir 6 = 348.75,...,370
und ist in Abb.6.2 als die mit (D) bezeichnete Kurve von kleinen dunklen Punkten
dargestellt. Die 51(71’2)(9) wurden fiir § = 355,355.5, ..., 370 bestimmt und ergeben
die Kurve (2) von kleinen helleren Punkten. Diese Kurve ld8t sich fiir 6 < 355
fortsetzen, jedoch wurden in Abb.6.2(a) insgesamt nur Losungen eingetragen,
deren innere Energie zwischen —1000 und —700 liegt. Dafl wir ferner hier wie im
folgenden beim Ubergang vom 62"’1)7 zum 6gn’2)fAst eine Liicke lassen, begriindet
sich daraus, dafl die numerische Bestimmung der ¢, insbesondere fiir n = 2000
und n = 4000 an diesen Ubergéingen unsicher wird.

Der Ast zu 5&2000’1)(0) verzweigt bei §(2000) = g,, — %02”2 ~ 0y —4.15 = 344.6,

und ist in Abb.6.2(a) mit ) bezeichnet (mittelgrofie dunkle Punkte). Es wur-

de 85()200072)(9) fiir 6§ = 345,346, ...,368 durch numerische Suche der Nullstellen

von I (—eyp, ep,0) — ﬁ\/g bestimmt (Intervallhalbierungsverfahren, aus heuri-

stischen Griinden jeweils mit Startwerten ,° = 0 und 6: = 0.08), ebenso wie
61()2000’2) fiir & = 340,331,...,368, bezeichnet mit (4 und dargestellt als mit-

telgrofle helle Punkte. Entsprechend verzweigt der Ast () zu 85()400071)(9) (groBe

dunkle Punkte) bei §(4000) — g, — p400027 0y — 16.6 = 332.16 und wurde fiir

a1
0 = 334,338, ...,356 numerisch bestimmt. (6) ist schliellich der Ast zu 6154000’2) (9),

0 = 330,332,...,356 (grofie helle Punkte).

Diese Bezeichnungen fiir die dreimal zwei Aste behalten wir ebenso wie die ent-
sprechenden Darstellungsweisen in den weiteren Skizzen (b) bis (e) bei.

(b) Diese Skizze veranschaulicht noch einmal in Ergénzung zu Abschnitt 5.5 die
unterschiedlichen freien Energien der trivialen Losungen, der 1-und der 2000-
Ubergangs-Losungen bei fester Temperatur. Die durchgezogene Linie stellt die
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(a) Parametrisierung von 1-,2000—
und 4000-Ubergangs-Losungen.

(b) freie Energie iiber der Temperatur
triviale, 1-und 2000-Losungen.

€p = —&, liber 6.
' v - EX
&p $eep ""g“"&'&"""ﬂv 4 @
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o 20
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° 0
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(d) Bild der 1—'Ubergangs— und der

trivialen Losungen im F-T-Raum

-1000 -950 -900 -850 -800 -750 fn(i)

335 340 345 350 355 360 365 @

(e) Entropiedifferenz der 1-,2000— und 4000 Lésungen zu den trivialen Lésungen.
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Abbildung 6.2: Berechnung eines Ausschnitts aus dem Entropieraum bei [ = 0.
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freie Energie der trivialen Losungen (e,6), ¢ = 0, 340 < 6 < 370 dar, also
kurzerhand Wy (6). Bei § = 0j; beginnt dann der Ast (), entlang welchem die
1-Ubergangs-Losungen eine nahezu identische jedoch leicht hohere freie Energie
als die trivialen Losungen besitzen. Bei 6 = 370 schliefit sich dann der Ast (2) von
1-Ubergangs-Losungen an. Auf diesem liegen die (geniiherten) Maxwell-Losun-
gen aus Abschnitt 5.4 bzw. 5.5, und in Ubereinstimmung mit Abschnitt 5.5 haben
diese (hier unter den berechneten Losungen) die niedrigste freie Energie.

Analog zu (D und (2) verhalten sich auch die 2000-Ast-Losungen auf 3) und (@
im E(f)-f-Diagramm (siche Skizze), und ebenso die Aste &) und @), auf deren
Darstellung wir aber der Ubersichtlichkeit halber verzichten.

Hier folgt die Darstellung der Entropien entlang der einzelnen Aste iiber der Tem-
peratur. Die durchgezogene Linie stellt die Entropien der trivialen Losungen dar,
und natiirlich verzweigen auch im Y-#-Raum die Aste (1),3),®) bei den jeweiligen
Temperaturen aus dem trivialen Losungsast. Dabei hat bei fester Temperatur 6
die triviale Losung e = 0 stets maximale Entropie Y(0,6) = —¥((6). Ferner haben
die Losungen aus (1,3 bzw. (%) stets eine héhere Entropie als die aus 2),(@ bzw.
(®), anschaulich aus dem Grund, dafl mit den jeweils kleineren Randverzerrungen
al()n’l) auch das quadratische Mittel fol Uy (e)dx = fol e2dx kleiner wird.

Interessant ist jedoch, daf§ fiir 352 < 6 < 370 die Eél’QOOO)fLésungen trotz der

grofferen Randverzerrungen eine héhere Entropie haben als z.B. die MY Lsun-
gen. Hier schligt der (erwartete) Effekt durch, dafi auf Grund der vielen Pha-
seniiberginge in der £(1:2990)_Tsung die mittlere Verzerrung wieder kleiner wird

(1,1)

als die in der ;"' —Losung.

Wir bemerken noch, daf§ nach unserem Erachten der (mit 2000 bzw. 4000 multi-
plizierte) Fehler bei der numerischen Integration der Entropie entlang der Aste @)
und (6), —bzw. die endliche Genauigkeit bei der Bestimmung der jeweiligen eén’Q),
zu dem zwar qualitativ richtigen, jedoch sehr unregelméfligen Verlauf dieser Aste

im T—-6-Diagramm fithrt, was erneute numerische Schwierigkeiten deutlich macht.

Dies ist nun die erste der beiden fiir das Variationsproblem (P,) interessanten
Skizzen. Dargestellt sind iiber der zugehorigen inneren Energie die Entropie der
durch @) und (@) parametrisierten Losungen, sowie als durchgezogene Linie die
Entropie im trivialen Losungsast, bezeichnet mit (t) Dabei steigt die Temperatur
der trivialen Losungen entlang () von 6 = 255 bei E = Fy := —997 auf 0 = 352
bei £ = FE, := —703. Entlang von (2) hingegegen wichst die Temperatur von 355
bei £ = FE; bis 370 bei Ey ~ —889. Die Temperatur der trivialen Lésungen dort
ist 0 ~ 294. Entlang von (D) féllt § von 370 bei £ = F3 ~ —850 (zugehorige Tem-
peratur der trivialen Losung ist 6 ~ 304), auf 0; bei £ = E, ~ —703, der Stelle,
an der () nun im Y-E®-Diagramm im trivialen Losungsast verschwindet. Man
beachte also insbesondere, daf bei gleicher innerer Energie eine 1-Ubergangs—
Losung aus (@) und auch aus (1) zu einer deutlich héheren Temperatur gehort,
als die triviale Losung, was sich entsprechend auch in der héheren Entropie der
1-Ubergangs— Losungen wiederfindet. Diese Rechnung stimmt zumindest quali-
tativ gut mit der physikalischen Beobachtung iiberein, dafi beim Ubergang von
der Austenitphase zu einer der beiden Martensitphasen Wérme frei wird.
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(e)

Schlieflich folgen die Entropiedifferenzen der 1-,2000— und 4000 Ubergangsldsun-
gen zur Entropie der trivialen Loésung mit gleicher innerer Energie. Die Aste von
2000— bzw. 4000-Ubergangslosungen liegen wie abgebildet zwischen dem Ast der
trivialen Losungen und den 1-Ubergangs-Losungen, wobei der (in der Abbildung
nicht zu erkennende) Ast 3 bei E' ~ —740 beginnt, dort dicht unter (@) liegt und
bei F ~ —716 im trivialen Losungsast verschwindet.

Abschlielend getrauen wir uns nun auf Grund der erhaltenen numerischen Ergebnisse
ein Fazit zur Asymptotik von Losungen zu (P,) im Fall = 0. Dabei gehen wir davon
aus, daf} die Behauptungen auch im nichtviskosen Fall richtig sind, sowie daf} im Fall
[ =0,1+#0 analoge Aussagen gelten. Man beachte jedoch, daB wir in Abb.6.2 die
qualitativ von den betrachteten n-Ubergangs Losungen verschiedenen n-Ubergangs—
Losungen mit s # 0 nicht beriicksichtigt haben. Dennoch wagen wir bei aller Vorsicht
folgende Behauptungen:

(i)

(iii)

Fiir kleine innere Energien (in Abb. 6.2(c) etwa E®) < —850) konvergieren Losun-
gen zu (P,) bevorzugt gegen die 1-M_—M,Ubergangslésung zur gegebenen in-
neren Energie, d.h. gegen die Maxwell-Losung zu der eindeutigen Grenzwerttem-
peratur.

Fiir mittlere innere Energien (in Abb.6.2(c) etwa —800 < E®) < —700) riicken
die Entropien der verschiedenen stationédren Losungen dichter aneinander. Glo-
bales Maximum der Entropie ist nun die 1-M_-A-M,— Ubergangslésung, sodaB
Losungen bevorzugt gegen diese konvergieren sollten.

Bei hoher innerer Energie (in Abb.6.2(c) E®) > —700) miissen schlieBlich Losun-
gen gegen die triviale Losung € = 0 mit der entsprechenden Grenztemperatur
konvergieren, da nichttriviale Losungen mit der gegebenen inneren Energie nicht
existieren. Dies stimmt insgesamt mit den Ergebnissen aus Kapitel 4 {iberein, da
genau die Losungen, die in S starten, eine hohe innere Energie besitzen.

Offen bleibt dabei, ob die drei beschriebenen Arten von Lésungen die einzigen
moglichen lokalen Maxima der Entropie darstellen. Mdéglicherweise gilt dabei in
Analogie zu Satz 5.13, daB n-Ubergangslésungen mit n > 1, die als stationire
Losungen die Euler—Lagrange—Gleichung (6.7) erfiillen und mithin lokale Extrema
des Variationsproblems (P,) darstellen, keine lokalen Maxima von (P,) sind.

Unter der Voraussetzung, dal die obigen Behauptungen richtig sind, kommen
wir zu dem Schlu}, da8 die Modelle (Py) und (P,) #hnlich wie im isothermen
Fall, siche Abschnitt 5.6, zwar bei geeigneten Anfangsbedingungen das Entstehen
von Phaseniibergéingen und den damit z.B. verbundenen Hysterese-Effekt, siehe
Abschnitt 2.1.2, beschreiben, jedoch nicht die Entwicklung von Mikrostrukturen.
Dies stimmt mit den numerischen Ergebnissen zu (Pg) aus [Bub95] (etwas andere
Temperatur-Randbedingung am rechten Rand, siehe (2.15)) iiberein, daf dort
der Draht auch wihrend des Ziehens (also nicht = 0) entweder nahe u = xl ist,
oder Konfigurationen mit genau zwei Phasen bevorzugt. Leider wird in [Bub95]
jedoch stets so weit gezogen, dafl bei den betrachteten Temperaturen die triviale
stationére Losung exponentiell stabil ist. Bei den thermisch gesteuerten numeri-
schen Experimenten zu (Pg) in [SN91], siehe insbesondere Experiment 2, stellen
sich explizit die triviale bzw. die Maxwell-Losung als stationére Zusténde ein.



A Anhang

A.1 Einbettungen, Ungleichungen und Verschiedenes

Wir beginnen mit folgendem Satz, der verschiedene Kompaktheits— und Einbet-
tungssétze fiir Sobolevraume vereinigt. Diese zitieren wir nach [Tem88], Abschnitt
11.1.2 bzw. I1.1.3 zur Verallgemeinerung auf Sobolevraume mit nicht ganzzahligen
Exponenten, wobei wir uns diese Rdume wie in (3.10) unter der impliziten Verwen-
dung der unten folgenden Poincaré—Ungleichungen definiert denken als

H™0,1)={p= ch cos(kmz) : ||p||?, == Zkzmc% < oo},
k=0 k=0

wenn wir im zugrundeliegenden Problem Neumann—Randbedingungen betrachten
wollen, bzw. mit cos durch sin ersetzt fiir Dirichletrandbedingungen. Der Allgemein-
heit zuliebe notieren wir den Satz wie in [Tem88] fiir beliebige allerdings beschriankte
offene Mengen 2 C IR" mit , hinreichend glattem Rand“, genauer von der Klasse C”
mit r stets hinreichend grof.

Satz A.1 (i) Firm >0, 1/p—m/n >0und1/q =1/p—m/n ist W™P(Q) C L1(Q)
und die Einbettung ist stetig mit
[ullLay < e(m,n, p, Q|ullyms o)
Ferner ist die Finbettung kompakt fir alle ¢* mit 1 < ¢* <q.
(i) Fir 1/p —m/n < 0 sei k = |m —n/p] und a« = m —n/p — k (mit also
0 < a < 1). Dann gilt W™P(Q) — C**(Q), wobei der C**(Q) der Raum der

Funktionen u € C*(Q) ist, deren Ableitungen der Ordnung k Hoélder—stetig sind
zum Ezponenten o, d.h. bei denen (mit j als Multiindex) gilt

) DJ —DJ
hélo(D?u) :==  sup D u(w) - u()l
z,yeQ,x#ty |z =yl

<oo VjeIN" mit|j| =k.

Dies ist ein Banachraum unter der Norm

lullore@ = lullor@) + Y hola(D7w).
lil=Fk

Im Spezialfallm = 1 und p > n ist die Einbettung WP(Q) < C%(Q) kompakt
firalle0 <a* <a=1-—n/p.

Lemma A.2 (i) Esseiu€ H}0,1), dann gilt

1 1,
wide < — | W' dx (A.1)
0 7 Jo
(ii) Firu e HY0,1) gilt

1 1 2 1 [,
/ uldr < </ udm) + —2/ o' dx (A.2)
0 0 ™ Jo
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Beweis. Im Prinzip sind beide Ungleichungen Standard, allerdings konnten wir fiir
(ii) nirgendwo den in Kapitel 4 dringend benétigten expliziten Vorfaktor 1/72 finden.
Wir zeigen (A.2) fiir

1
we M =H>0,1) = {uec H*0,1) : / udr =0} C H'(0,1).
0

Fiir beliebiges u € H?(0, 1) folgt dann (A.2) mit der Zerlegung u = u1+c, u; € M,c =
const und mit (A.2) fiir w1, und schlieBlich fiir beliebiges v € H'(0,1) mit dem
iiblichen Dichtheitsargument. Weiter setzen wir voraus fol u2dx # 0, sonst ist alles
trivial. Zu zeigen ist

1 1

. 2

« = min u dx// wldx > 7.
ueM 0 0

Angenommen ug sei ein (lokaler) Minimierer und u € M beliebig, dann hat

1 1
F(n) = /0 (uy + 72/ /O (o + u)2de

~~

Fy Iy

ein Minimum bei n = 0, d.h.
F1(0)' F5(0) — F1(0)F4(0
F(0) = Tl ) Fy( )2 1(0)F5(0)
£5(0)

1 1 1 1
& [/ 2(ug + nu/)u'dx/ (uo + nu)*dx — / (uo + nu)de/ 2(up + nu)udm} =0
0 0

0 0 n=0
1 1 1 1
1o 2 _ 12
& | uyudr | ujdr = ug dr | ugudx
0 0 0 0
1 1
<:>/ ugu'dr = a/ upudx
0 0

1
Sluju) = / (ug + Aug)udx (A.3)
0

=0

Dies mu$ fiir alle u € M gelten, und daraus folgt u( + cu =const, denn angenommen
daf nicht, dann kann man u &ndern in M, sodafl die linke Seite von (A.3) gleichbleibt,
und die rechte Seite sich dndert. Damit folgt ug(0) = u)(0) = 0. Weiter folgt

1 1
const :/ uﬁ%—audxz/ updr +a /uodac =0
0 0

[up]a=0 =0 (uoeM)
= ug + au = 0 = up(x) = ¢1 sin/ax + ¢ cos vax

und mit den Randbedingungen folgt ug(z) = c3 cos y/ax mit v/a = kr, d.h. a = k*72,
und unser minimales « erhalten wir fiir £ = 1. O

Ein entscheidendes Hilfsmittel zum Beweis der globalen Existenz von Lésungen wie
auch bei der von uns so bezeichneten Energie-Methode in Kapitel 4 ist das sogenannte

Gronwallsche Lemma, dafl wir hier in folgender Form notieren, vgl. [Tem88], Abschnitt
I11.1.1.3.
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Lemma A.3 (Gronwallsche Ungleichung) FEs seien y,dy/dt, g und h auf [tg,o0)
definiert und auf jeder kompakten Teilmenge von [tg,o0) integrierbar mit
dy

W h
a =9t

fir alle t > ty. Dann gilt

t

y(t) < y(0) eXP(/tg(T)dT) + /th(s) eXp(/ g(r)dr)ds ¥t > tq.

to to s

Grundlegend fiir die Verwendung der Theorie aus [Hen81] in Kapitel 3 ist, da§ der
Linearteil der betrachteten Evolutionsgleichung ein sektorieller Operator ist. Hier die
entsprechende Definition nach Henry.

Definition A.4 (sektorieller Operator) FEin linearer Operator A auf einem Ba-
nachraum X heifit sektoriell, wenn D(A) dicht ist in X, der Bildbereich abgeschlossen
ist, und es ein ¢ € (0,7/2), ein a € IR sowie ein M > 1 gibt, sodafi die Resolventen-
menge von A den Sektor

Sup = {A: 6 < Jarg(A—a)| < 6, A #a}

umfafit, und folgende Resolventenabschitzung gilt,

I(Ad = A) ™Y x,x) < fiir alle X € S, 4.

A —d

Zur Anschauung eines Sektors siche Abb.3.1. Man beachte, daf der Offnungswinkel
des Sektors stets grofler als 7w sein muf.

Das folgende Lemma ist im Grunde elementar, nehmen wir hier aber auf, da wir die
entsprechende Aussage nicht in der Literatur finden konnten.

Lemma A.5 Es sei X ein Hilbertraum und A ein Linearer Operator A € L(X,X)
mit Spektraldarstellung Az = A 17 cxp = > pey MeCkZr bzgl. der Orthonormalba-
s18 (xk)de Dann ist A kompakt, genau dann wenn limg_, oo A = 0.

Beweis. Wir betrachten die Folge (A,,) Linearer Operatoren mit

Ap,:D(A) - X, Ayx= Z)\kckﬁﬂk-
k=1

Da A, fiir jedes n € IN einen endlich dimensionalen Bildbereich hat, ist (A,,), eine
Folge kompakter linearer Operatoren. Ferner gilt mit (A — Ay)z = Y277 ) Apcpay
daB [|[A — Anllzox,x) = sup{|Anqx| : & € IN} — 0. Da der Unterraum der kompakten
Operatoren abgeschlossen ist in £(X, X), folgt die Hinrichtung.

Zum Beweis der Riickrichtung betrachten wir die Folge (Axg)r = (Arxzk)x der Bilder
der Basisvektoren. Da fiir alle x € X = X’ die Folge (x,z)) der Fourierkoeffizienten
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von x quadratsummierbar ist, gilt (z,zx)r — 0 fiir & — oo, also konvergiert (zy)
schwach in X gegen 0 und damit (Agzy) stark, also || A\xzk||x = A\x — 0. O

Im folgenden Lemma notieren wir eine hinreichende Bedingung dafiir, dafl das Bild
einer Basis unter Multiplikation mit einer unendlichen Folge von Matrizen wieder eine
Basis darstellt. Es stammt aus [Han92] und wird bei uns im entsprechenden Abschnitt
4.2.1 benoétigt.

Lemma A.6 ([Han92], Proposition 2.2) Es sei H ein Hilbertraum und {Ef},j =
1,...,n; k = 1,2,... eine Basis von H. Ferner sei M(k) eine Folge von n X n
Matrizen mit

(¢) inf_|detM (k)| >0 wund (i1) sup|M;;(k)| < oo,

keIN k.,
und es sei
o o
P E
.2 — M) .2
oy Ey

Dann ist {@?}, j=1,...,n; k=1,2,... eine Basis von H.

Schliefllich notieren wir noch folgende ebenfalls in Unterabschnitt 4.2.1 verwendete
Definition aus der Halbgruppentheorie linearer Operatoren, nebst anschlieBendem
Satz.

Definition A.7 Eine Familie {S(t) : 0 <t < oo} beschrinkter linearer Operatoren
auf einem Banachraum X heifst stark stetige Halbgruppe, (kurz Co-Halbgruppe) :gdw

(’L) S(O) = Id, S(tl + tg) = S(tl)S(tg) Viti1,t9 >0
(ii) t — S(t)x ist stetig auf [0,00) Vr e X
Zu {S(t)} definieren wir einen Operator A mit

D(A) ={r e X : Az = }llin%) %(S(h)x — x) existiert in X},

und nennen A den infinitisemalen Generator der Halbgruppe {S(¢)}. Fiir (0) = zg €
X setzen wir x(t) = S(t)xo. Es ist t — x(t) stetig differenzierbar fiir 29 € D(A), und
es gilt ([Paz83] 1.2.4)
d d

x(t) = S(t)xg € D(A) und Em(t) = a(S(t)xo) = AS(t)xy = S(t)Axg. (A4)
In den Anwendungen sind wir besonders an Halbgruppen von Kontraktionen inter-
essiert. Diese héngen eng mit dissipativen Operatoren auf Hilbertrdumen zusammen,
es gilt das folgende Korolloar zum Satz von Lumer-Phillips:

Satz A.8 ([Paz83], 1.4.4) Es sei (H,(-,-)) ein Hilbertraum und A : D(A) — H ein
abgeschlossener linearer Operator mit m = H. Weiter seien A und sein adjungier-
ter Operator A* dissipativ, dann ist A infinitisemaler Generator einer Cy-Halbgruppe
{S(t)} von Kontraktionen auf H, d.h. es gilt |[S(t)||zp,my < 1 fiir alle t > 0.

Bemerkung A.1 A heifit dissipativ wenn Re(Az,z) <0 Vz € D(A).
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A.2 Bifurkation aus einfachen Eigenwerten

Wir notieren den in Unterabschnitt 5.1 verwendeten Satz iiber die Bifurkation aus
einfachen Eigenwerten aus [Mie96]. Dabei sei X ein Banachraum, und wir betrachten
Probleme F'(u,\) = 0 fiir u € X und A € IR. Weiter sei ein Losungsast A — u = U(A)
bekannt, den wir als den trivialen Losungsast bezeichnen wollen. Zunéchst bendtigen
wir noch die beiden folgenden Definitionen.

Definition A.9 Es sei A € L(X,X) mit Nullraum N(A) = {x € X : Az = 0} und
Bildraum W (A) = {Ax : x € X}. Dann heifit A Fredholmsch, wenn

dim N(4A) <oo wund codim W(A) < oo,

wobei gilt n = codim W (A), falls n die kleinste natiirliche Zahl ist mit X = W (A)+span
(x1,...,2y) mit x1,...,2, € X. Fir A Fredholmsch heifst indpeq = dim N(A) —
codim W (A) der Fredholm—-Index von A.

Definition A.10 Ein Punkt (U(Xo), o) auf dem trivialen Lisungsast heifit Verzwei-
gungspunkt der Gleichung F(u,\) =0, falls es Losungen (ug, \x) gibt, die in X x IR
gegen (U(Xo), Ao) konvergieren, jedoch nicht auf dem trivialen Lésungsast liegen.

Satz A.11 (Bifurkation aus einfachen Eigenwerten [Mie96], Satz 3.4) Es sei
F € CY X xIR, X) und A(\) = D F(U(M\), \) Fredholmsch mit Index Null fiir A = X,
sowie N(A(Ng)) = span{¢} und ¢ & W (A(Xo)). Dann gilt

(i) Fir |\ — Xo| hinreichend klein hat A(\) einen eindeutigen reellen Eigenwert
(X)) mit p(Ao) =0, und die Abbildung X\ — p(X) ist differenzierbar.

(1i) Wechselt p(X\) bei Ao das Vorzeichen, so ist (U(Xg), Ao) ein Verzweigungspunkt.

(111) Gilt ferner p'(Ao) # 0, so liegen alle abzweigenden Lisungen auf einem ein-
dimensionalen Lésungsast

Cr: (=0,0) 3 a = (agr + h(a), A(a)),

wobei h : (—§,0) — X\span{o} differenzierbar ist mit h(0) = h'(0) = 0.



Literaturverzeichnis

[BHJ*91] J. M. Ball, P.J. Holmes, R.D. James, R.L. Pego, and P.J. Swart. On the

[BMHO91]

[Bub95]

[CGS84]

[CH94]

[Fal83]

[FMO96]

[FS90]

[GRS5]

[Halgg)]

[Han92]

[Hen81]

dynamics of fine structure. J. Nonlinera Sci., 1:17-70, 1991.

Ursula Brechtken-Manderscheid and Erhard Heil. Convexity and calculus
of variations. Preprint TU Darmstadt, 1991.

Nikolaus Bubmner. Modellierung dehnungsgesteuerter Phaseniiberginge in
Formgeddichinislegierungen. -Als Ms. gedr.- Aachen: Shaker, 1995.

Jack Carr, Morton E. Gurtin, and Marshall Slemrod. Structured phase
transitions on a finite interval. Arch. Rational Mech. Anal., 84:317-351,
1984.

Zhiming Chen and K.H. Hoffmann. On a one-dimensional nonlinear ther-
moviscoelastic model for structural phase-transitions in shape memory al-
loys. J. Diff Egs., 112:325-350, 1994.

F. Falk. Ginzburg-landau theory of static domain walls in shape memory
alloys. Zeitschrift fiir Physik B — Condensed Matter, 51:177-185, 1983.

G. Friesecke and J.B. McLeod. Dynamics as a mechanism preventing the
formation of finer and finer microstructure. Arch. Rational Mech. Anal.,
133:199-247, 1996.

A. Friedman and J. Sprekels. Steady states of austenitic-martensitic do-
mains in the ginzburg-landau theory of shape memory alloys. Continuum
Mech. Thermodyn., 2:199-213, 1990.

K. Geba and P.M. Rabinowitz. Topological Methods in Bifurcation Theory.
Séminaire Scientifigue de Matheématiques Superieurs. Séminaire Scienti-
fiqgue OTAN. Montreal: Les Presses de 1"Université de Montréal, 1985.

Jack Hale. Asymptotic behaviour of dissipative systems. Mathematical
Surveys and Monographs, AMS, 1988.

Scott W. Hansen. Exponential energy decay in a linear thermoelastic rod.
J. Math. Ann. Appl., 167:429-442, 1992.

D. Henry. Geometric theory of semilinear parabolic equations. Springer
Lecture Notes in Mathematics 840. Springer, 1981.



144

[HMO90]

[HZ92]

[Mie96]

[PazT5]

[Paz83]

[Peg87]

[PW67]

[Sch80]

[Sch&4]

[Sle81]

[SN91]

[Spr8&9]

[SZ89]

[SZ93]

LITERATURVERZEICHNIS

K.-H. Hoffmann and M.Niezgédka. Mathematical models of dynamical
martensitic transformations in shape memory alloys. Schwerpunktpro-
gramm der Deutschen Forschungsgemeinschaft Anwendungsbezogene Op-
timierung und Steuerung, Report No.201, Institut fiir Mathematik, Uni-
versitdt Augsburg, 1990.

K.H. Hoffmann and A. Zochovski. Existence of solutions to some nonlinear
thermoelastic systems with viscosity. Math. Meth. in Applied Sciences,
15:187-204, 1992.

Alexander Mielke. Nichtlineare funktionalanalysis, vorlesung an der uni-
versitdt hannover, ss 1996. 1996.

Amnon Pazy. A class of semi-linear equations of evolution. Israel Journal
of Mathematics, Vol. 20, No.1:23-36, 1975.

A. Pazy. Semigroups of Linear Operators and Applications to Partial Dif-
ferential Equations. Springer, 1983.

R.L. Pego. Phase transitions in one-dimensional nonlinear viskoelasticity:
Admissibility and stability. Arch. Rat. Mech. Anal., 97:353-394, 1987.

Murray H. Protter and Hans F. Weinberger. Mazimum principles in dif-
ferential equations. Prentice-Hall, 1967.

L. McDonald Schetky. Legierungen, die sich an formen erinnern. Spektrum
der Wissenschaft, 1:48-57, 1980.

Renate Schaaf. Global behaviour of solution branches for some neumann
problems depending on one or several parameters. J. Reine Angew. Math.,
346:1-31, 1984.

Marshall Slemrod. Global existence, uniqueness, and asymptotic stability
of classical smooth solutions in one-dimensional non-linear thermoelastici-
ty. Arch. Rational Mech. Anal., 76:97-133, 1981.

Jiirgen Sprekels and Marek Niezgédka. Convergent numerical approxima-
tions of the thermomecanical phase transitions in shape memory alloys.
Numerische Mathematik, 58:759-778, 1991.

Jiirgen Sprekels. Global existence for thermomechanical processes with
nonconvex free energies of ginzburg-landau form. J. Math. Anal. Appl.,
141:333-348, 1989.

J. Sprekels and Songmu Zheng. Global solutions to the equations of a
ginzburg-landau theory for structural phase transitions in shape memory
alloys. Physica D, 39:59-76, 1989.

Weixi Shen and Songmu Zheng. On the coupled cahn-hilliard equations.
Comm. PDE, Vol 18, No 3-4:701-727, 1993.



LITERATURVERZEICHNIS 145

[Tem88] Roger Temam. Infinite dimensional dynamical systems in mechanics and
physics. Springer, New York, 1988.

[Zhe95]  Songmu Zheng. Nonlinear parabolic equations and parabolic-hyperbolic cou-
pled systems. Pitman, 1995.



