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1 Einleitung

In dieser Arbeit untersuchen wir als eindimensionales Modie der thermoelastischen
Eigenschaften bestimmter Metallegierungen, {der sogenanten Formgedachtnismetal-
le, das folgende System zweier nichtlinearer skalarer pagller Di erentialgleichungen

Ug = (ux; ) Uxxx + Uix]x (1.1a)

(U ) 1= x+ (U Jux + U (1.1b)

fur Verschiebungu = u(t;x) und Temperatur = (t;x), x 2 (0;1), t> 0, zuzglich
Rand{und Anfangsbedingungen

u(t; 0) = uxx (t; 0) = Uk (t; 1) =0; u(t; 1) = I(V); (1.1¢)

x(t0) = «x(t1)=0; (1.1d)

u(0;x) = uo(x); ut(0;x) = ua(x); (0;x) = o(X): (1.1e)

Dabei sind die Spannung = (uy; ) im Material und die spezi sche Warmekapa-

zitat ¢, = cy(uy; ) gegebene Funktionen der Verzerrung := ux und der Temperatur,

die sich aus einer das Material beschreibenden Funktion = ("; ) fur die freie

Energie ergeben. Die Randbedingungen (1.1c) und (1.1d) bedten, da wir einen an
den Randern thermisch isolierten Draht aus Formgedchtnismetall betrachten, der
am linken Ende festgehalten und am rechten Ende einer vorgedpenen Dehnundl (t)
unterworfen wird, wobei an beiden Randern der Verzerrungsgradient'y verschwinden
mu .

Die speziellen Eigenschaften von Formgeathtnislegierungen wie Hysteresis{ und eben
Formgedachtnise ekt beruhen auf Phaserubergangen und werden in Kapitel 2, Ab-
schnitt 1 beschrieben. Im System (1.1a,b) werden sie daduhcmodelliert, da ( ; )
bei niedrigen bis mittleren Temperaturen bis zu drei lokale Minima hat, die freie
Energie als Funktion von " also nicht konvex ist, soda die Spannung als Funktion
der Verzerrung nichtmonoton ist. Der Term U yxx in (1.1a) stammt aus einer soge-
nannten Grenz achenregularisierung, wobei ein kleiner Parameter ist, 0< 1.
Der Parameter 0 beschreibt die Sarke einer viskosen Bmpfung, und wir werden
in dieser Arbeit zwischen den Rllen =0 und > O unterscheiden.

Eine Herleitung der Anfangsrandwertaufgabe (1.1) aus den pysikalischen Eigenschaf-
ten von Formgedachtnislegierungen und den klassischen Bilanzen der Komtiuumsme-
chanik ist Gegenstand von Abschnitt 2.2. Die Existenz von lesungen zu (1.1) ist in
verschiedenen Arbeiten untersucht, und es wurden die &sungen numerisch studiert,
siehe die Referenzen in Unterabschnitt 2.3.1. In Abschnitt3.1 geben wir ferner #r
den Fall > O einen eigenen (lokalen) Existenzbeweis.

Ziel dieser Arbeit ist nun die weitergehende Frage nach der 8ymptotik von L #sungen
zu (1.1), insbesondere im Fall 0. Hierzu scheinen bislang noch keinerlei Arbeiten
vorzuliegen, wohingegen es verschiedene UntersuchungeasdLangzeitverhaltens von
Lesungen im Zusammenhang mit Phasesbergangen bei nichtkonvexer freier Energie
fur denisothermen Fallund =0, > 0 gibt. Mit letzterem ist gemeint, da bei fester
Temperatur const die Energiebilanz (1.1b) ignoriert und nur die Impulshilanz
(1.1a) betrachtet wird. Hierzu fassen wir in Unterabschnitt 2.3.2 einige Ergebnisse
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aus [Peg87],[BHJ 91] und [FM96] zusammen. Auf den isothermen Fall mit > 0 und
> 0 werden wir in dieser Arbeit ebenfalls eingehen. Die Idee dzei ist, da wir f ur
diesen Fall die Asymptotik relativ umfassend beschreiben &nnen, und wir hieraus
gewisse Hinweisetfr das vollstandige System (1.1) erhalten. Dem liegt der Gedanke
zu Grunde, da die Temperatur nur eine einfache eigene Dynank besitzt und im
wesentlichen von der Verzerrung ablangt. Des weiteren halten wir die Ergebnissesr
den isothermen Fall mit > 0 auch an sich #r interessant.
Um nun die Asymptotik von L esungen zu (1.1) zu studieren, bemerken wir zuschst,
da in L esungen (; ) des zu (1.1) gelrenden stationaren vom Parameter| abhangi-
gen Problem

U xxxx (Ux; )x =0; (1.2a)

xwx =0; (1.2b)

U(0) = uxx(0) = uxx (1) =0; u(1) =1 (1.2¢)
x(0)= x()=0 (1.2d)

die Temperatur stets identisch einer Konstanten ist, was unmittelbar aus (L.2b) und
(1.2d) folgt. Ferner erhalten wir fer jede Dehnung! stets die ganze Familie trivialer
Gleichgewichte

fu(x)=x I, . > 0g:

Allgemein bezeichnen wir nunGy = fu = xl; 12 IR; > 0g als die Men-
ge der trivialen stationaren Lesungen, und in Kapitel 4 wird gezeigt, da Lesungen
zu (1.1) fur L O unter ganz bestimmten Voraussetzungen arl und die Anfangs-
bedingungen exponentiell gegen eine triviale statioare Lesung konvergieren, sowie
eine Verallgemeinerung hiervon éir L6 0. Dabei kommen wir nicht mit linearisier-

ter Stabilit atsanalyse aus, sondern verwenden dieblicherweise als, verallgemeinerte
Energieabschlmtzungen\ bezeichnete Methode, wobei wir uns eng an [Sle8&hlehnen.

In Kapitel 5 beschaftigen wir uns dann mit der Menge der nichttrivialen statio naren
Lesungen. Dazu betrachten wir zusatzlich zu | als Parameter, setzen

Gne( ;1) := fLesungenu 6 xlI von (1.2a,c) zu den gegebenen Parameternl g;

und behandeln (1.2a,c) als Bifurkationsproblem mittels fdgender zweier An#tze:

Zunachst verwenden wir in Abschnitt 5.1 eine aus [FS90] entnommne Idee und schrei-
ben (1.2a,c) in eine Randwertaufgabe zweiter Ordnung mit @iem nichtlokalem Term

um, wobei gleichzeitig das zweiparametrige Bifurkationspoblem (in | und ) in ein

einparametriges uberfuhrt wird. Damit k ennen wir in relativ einfacher Weise lokal

Bifurkationen von nichttrivialen L esungen ausGy studieren und Aussageneber die

Stabilit at der abzweigenden losungen tre en.

Der zweite Ansatz (Abschnitt 5.2) beruht auf einer in verschedenen Arbeiten (z.B.
[Sch84] und [CGS84]) verwendeten Transformation von (1.2&) auf ein Gleichungssy-
stem fer zwei Integralausdreicke, die wir als , Time{Map\ und als , Dehnungs{Map\
bezeichnen werden. Dies liefert eine intuitiv anschaulich und numerisch berechen-
bare Parametrisierung von G ( ;1) durch Tupel ("a;",) 2 IR?, und wir erhalten
zunachst far  beliebig aber fest ein globales Bild der bei Nicht{Konvexitat von



( ;) sehr reichhaltigen Menge[ 2rGrt( ;1) und von deren Struktur, sowie von
der (Phasen{)Struktur der nichttrivialen L esungen selbst. Dabei veranschaulichen
und erganzen wir die analytischen Ergebnisse durch numerische Bechnungen. Die-
ser zweite Ansatz liefert dann auch ein globales Bild vorGy: := [ > 012rGnt( ;1), und
ist ferner grundlegend #ir den Rest der Arbeit, der sich mit zwei Variationsproblemen
physikalisch gegebener Funktionale auf bsungen beschftigt:

Diese Funktionale fahren wir bereits in Abschnitt 2.4 ein, also im Anschlu an die

thermoelastische Modellierung, und &r den isothermen Fall ( stellt nun auch
hierbei einen Parameter dar) betrachten wir das Funktional
EO@) = EO@uy);u(t); )= i 5ut2+( Uy, )+ Eu§Xo|x

der freien Energie des Drahtes. Br L. 0 ist E(f) 0 entlang von Lesungen von
(1.1a), und in Abschnitt 3.3 zeigen wir mittels der Liapunov{Funktion E () auf dem

durch die Lesungen zu (1.1a) gebildeten dynamischen System, da diedsungen ge-
genG(l; ) := Gr(l; )[f u= xlg konvergieren. Mit dem Ansatz aus Abschnitt 5.2
kennen wir diese Menge charakterisieren, und in Abschnitt 5 notieren wir analy-

tische Ergebnisse aus [CGS84] zum zugeligen Variationsproblem der Minimierung

der freien Energie bei gegebener fester Temperatur.

Fer das volle Problem (1.1) undl 0 ist die innere Energie

Z 1
: : 1
ED(t) 1= ED(uy(t); u(t); (1)) := ) Eut2+ ( uy; ) (Ux; )+ Eu)zo(dx;
eine Erhaltungsgm e, und fur die Entropie
Z,
()= ( ux(t); ()= . (ux; )dx

git — 0 entlang von Lesungen. In Abschnitt 6.1 zeigen wir dann, wie unsér L. 0
die Liapunov{Funktion L := E)  zumindestim Fall > 0 die Konvergenz von

Lesungen gegen die Menge der stati@men Losungen liefert.

Eine erste numerische Untersuchung des damit erhaltenen Yationsproblems der
Maximierung der Entropie unter der Nebenbedingung einer ggeben inneren Energie
ist schlie lich Gegenstand von Abschnitt 6.2, wobei wir wieder auf den Ansatz aus
Abschnitt 5.2 zuruckgreifen.

Um die Darstellung abzurunden sowie um geeignete Referemzdereitzustellen, sind
im Anhang einige De nitionen und Satze im Zusammenhang mit Einbettungen und
Ungleichungen in Sobolevaumen, mit partiellen Di erentialgleichungen bzw. abstrak-

ten Evolutionsgleichungen in Banachmumen, sowie zur Bifurkationstheorie zusam-
mengestellt.

Fer die Anregung zu dieser Arbeit, sowie @ér die freundliche und hilfreiche Betreu-
ung mechte ich mich sehr herzlich bei Herrn Prof. Dr. Alexander Mielke bedanken.
Mein Dank gilt ferner Florian Theil f ur die klarenden Gespache zur Bedeutung von
Phaserubergangen und zu weiteren grundlegenden Versindnisfragen.



2 Modellierung und Vorbemerkungen

2.1 Eigenschaften von Formged achtnislegierungen

Abbildung 2.1 zeigt das dehnungsgesteuerte Experiment mieiner sogenannten Form-
gedachtnislegierung (engl.. shape memory alloy, kurz SMA), wiehes wir durch das
System (1.1) mathematisch modellieren wollen. Bei einem dchen Experiment ist ein

SMA{Draht an einem Ende fest eingespannt und wird am andereneiner vorgege-
ben Dehnungl(t) unterworfen. Dies wird im englischen als hard loading bezehnet,

im Unterschied zum soft loading, bei dem etwa am rechten Randine Last vorgege-
ben wird. Es gibt eine Vielzahl von Formgedchtnislegierungen, z.B. die als Nitinol

SMA-Draht I(t)

Abbildung 2.1: Das dehnungsgesteuerte Experiment

bekannt gewordenen Nicke{Titan Verbindungen, bestimmte Kupfer{Zink Legierun-
gen (Messing), Kupfer{Aluminium{Zink{ und auch bestimmte Eisenlegierungen, vgl
z.B. [Fal83], und ihren Namen erhalten sie von dem sogenaneh Formgedchtnisef-
fekt. Damit ist gemeint, da man einen K erper aus diesen Materialien bei niedrigen
Temperaturen verformen kann, und der Kerper bei Erwarmung wieder in die ur-
spreingliche Form zureickgeht. Dieses Verhalten macht Formgeechtnislegierungen #r
die praktische ingenieurma ige Anwendung interessant.

2.1.1 Formged achtnise ekt und Kristallgitter

Der Grund fur den Formgedachtnise ekt liegt darin, siehe z.B. [Sch80], da je nach
Temperatur verschiedene Kon gurationen des Metallgitters die Energie im Material
minimieren. Bei hohen Temperaturen ist nur der unverzerrte Gitterzustand ener-
getisch minimal, die hochsymmetrische sogenannte AustetiPhase, fortan mit A be-
zeichnet. Bei tieferen Temperaturen wird die Austenit-Phase meta- bzw. instabil, und
wir erhalten neue Energieminima, die zu bestimmten von der Emperatur abhangigen
Verzerrungen des Gitters ge®ren, die niedersymmetrischen sogenannten Martensit-
Phasen. Dabei bezeichnet man physikalisch eine zu einem glalen Minimum der Git-
terenergie gelrenden Gleichgewichtskon guration des Gitters als stabl und eine zu
einem lokalen aber nicht globalen Minimum gelrende Gleichgewichtskon guration
als metastabil. Die Gleichgewichtskon gurationen, die zuMaxima oder Sattelstellen
gehoren, hei en instabil. In der in Abschnitt 2.2 folgenden Modellierung entspricht
die hier betrachtete Gitterenergie der freien Energie. Delsalb verweisen wir zur An-
schauung der Gitterenergie #r verschiedene Temperaturen auf Abb.2.4.

Im eindimensionalen Modell unterscheiden wir nur die beida bei niedrigen Tem-
peraturen zu den Verzerrungen",( ) und " ( ) geherenden Martensit-, Zwillinge\
M+( )und M (). Im weiteren Sinne werden z.B. als zurM . {Phase gelorig auch
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Gitterkon gurationen bezeichnet, die sich nur in der Nahe der zu", gehorenden
Gleichgewichtskon guration be nden. Wir k ennen nun den Formgedchtnise ekt an-
schaulich wie folgt erklaren, Abb.2.2, wobei man zugleich auch Abb.2.4 betrachten

sollte.
'/\x M_—Phase
(a) M, —Phase (b)
(c)

nur noch A—Phase

(d) - A{e)

Abbildung 2.2: Der Formgedachtnise ekt in schematischer Gitterdarstellung

Bei der Abkehlung einer Probe, die keinerau eren Last ausgesetzt ist, von einer ho-
hen Temperatur, bei der nur Austenit stabil ist, auf eine Temperatur, bei der nur die
Martensitphasen stabil sind, stellt sich eine zugllige Verteilung der Martensitpha-
sen ein, die zu keiner makroskopischen Verschiebungitirt (a). In jedem Punkt des
Kerpers ist das Gitter spannungsfrei und in einem Energiemiimum. Diese Verteilung
kann sehr fein sein, und in diesem Sinne wird von einer Mikrdsuktur gesprochen.
Ein Gebiet, da zwei verschiedene Phasen von einander trertinheit Grenz ache.
Nach [Bub95] sind in einer Probe von ca. 4cm Bngeeuber 1500 solcher Grenzachen
geahlt worden. Etwas unklar bleibt an dieser Stelle wie auch inAbb.2.2, ob die Pha-
sen direkt aneinandersto en, oder ob sie eher kontinuierth ineinander ebergehen.
Dies wird eine Frage der mathematischen Modellierung sein nd in Unterabschnitt
2.2.2 wieder aufgegri en.

Wird nun eine kleine Last angelegt, so wird das Gitter aus denEnergieminima her-
ausgezwungen, und es entsteht eine elastische Spannung .(Wyenn wir hier die Last
wieder wegnehmen, so kehren wir in den Zustand (a) zurck. Sobald jedoch die Last
SO gro ist, da eine bestimmte temperaturabhangige Grenzspannungeberschritten
wird !, so wandeln sich Bereiche, die urspmglich in der M {Phase waren in dieM {
Phase um (c). Dabei kann man in das zugedrige Spannungs{Verzerrungs{Diagramm
eine sogenannte Phasarbergangslinie einzeichnen. Solche Phasehergangslinien ver-
binden Extrema der Spannung mit Zustnden gleicher Spannung bei unterschiedlicher
Verzerrung, und weisen gewisserma en darauf hin, welche Riserubergange statt n-
den kennen. Allerdings sagen sie eher wenigber Wechselwirkungen zwischen den
einzelnen Phasen unauber die tatsachliche Dynamik der Phasembergange aus. Neh-
men wir nun die Last weg, so geht das Gitteraberall in die zu "+ gehorende Gleichge-
wichtskon guration, und wir erhalten die bleibende Verfor mung (d). Bei Erwarmen
verschwindet diese Gleichgewichtskon guration und das Giter geht in den unver-
zerrten Zustand (e). Dadurch nimmt die Probe makroskopischwieder ihre alte Form
an.

lin Abb.2.4 (a) als nebst der anschlie end erwahnten Phasereibergangslinie eingezeichnet
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Eine auf der Hand liegende Anwendung dieses Formgedhtnise ekts ist, da bei
Reickkehr in die alte Form z.B. eine Feuermeldung ausgekt wird. Die dabei in dem
Draht entstehenden Krafte werden in [Sch80] als bis zu 200 maléher angegeben als
bei einer vergleichbaren Probe aus Bimetall. Des weiterenabt sich die temperatu-
rabhangige Form einer SMA{Probe wesentlich exibler gestalten Dabei kann man
sogar wahlen, ob eine Probe im Unterschied zu Bimetallen bei einer Bkehlung ihre
makroskopische Form beibehalten (Abb.2.2 (e) nach (a)) sd¢) oder auch ohne Einwir-
kung einerau eren Last z.B. die Reckkehr in den Zustand (d) erweinscht ist. Deshalb
gibt es viele Anwendungen @ir Formgedeachtnislegierungen, die mit Bimetallen nicht
zu realisieren sind, siehe z.B. [Sch80].

2.1.2 Hysterese im Last{Dehnungs{Diagramm

Das temperaturabhangige sogenannte quasiplastische Verhalten von Formgedhtnis-
legierungen wird hau g durch vereinfachte Last{Dehnungsdiagramme wie in Abbil-
dung 2.3 verdeutlicht. Tatsachlich gemessene Last{Dehnungs{Diagramme nden sich
z.B. ebenfalls in [Sch80]. Der Formgedchtnise ekt und die zu Grunde liegenden Pha-
serubergange sollen jetzt noch einmal in Beziehung zu den in Abb.2.3 #tretenden
Hystereseschleifen betrachtet werden.

-
Ty

F© ®

[ 4

®f 1
/
®

Abbildung 2.3: Temperaturabhangige Hysterese im Last-Dehnungs-Diagramm

In der Ausgangssituation Abb.2.2(a) be nden wir uns bei Anlegen der Last bei niedri-
ger Temperatur im Ursprung in Abb.2.3(a). Legen wir eine kléne Last an, so bewegen
wir uns auf der mit 1 bezeichneten kurzen Geraden. Bei Weghahme der Last kehren
wir in den Ursprung zureck, elastisches Verhalten. Legen wir eine grere Last an,
S0 beginnt bei 2 in Bereichen, die bislang inM {Phase waren, die Umwandlung
in die M, {Phase. Die Dehnung ertoht sich stark, ohne das die Last weiter erloht
wird. Bei 3 ist die gesamte Probe in dieM. {Phase umgewandelt. Um die Probe
weiter zu dehnen, mu die Last wesentlich ertoht werden, was mit der bei 3 nach
oben weggehenden Kurve skizziert ist. Wenn wir nun die Last wgnehmen (Abb.2.2(c)
nach (d)), so geht die Probewrberall in die zu ", gehorende Gleichgewichtskon gura-
tion, und wir bewegen uns von 3 auf dem unteren Ast zum Schnittpunkt 4 mit der
= 0{Achse und erhalten so den nur geringen Rickgang der Dehnung in Abb.2.2(c).
Diese zumckbleibende Dehnung heit Remanenz. Insgesamt wird diese Verhalten
der Probe bei niedrigen Temperaturen als ferroelastisch baeichnet. Erwarmen wir
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nun den Kerper, so wandern wir auf der = 0{Achse zureick zum Ursprung, da mit
wachsender Temperatur die Hysterese zusammesift. In Abb. 2.3(b) nden sich zwei
getrennte Hystereseschleifen zu positiven bzw. negativeBehnungen innerhalb eines
bestimmten Bereiches. Insbesondere korrespondiert nur b der ungedehnte (und
unverzerrte) Zustand mit dem Verschwinden der angelegten hst. Diese Situation,
bei der ein Kerper nach Entlastung in den urspringlichen Zustand zurickkehrt, beim
Be{und Entlasten jedoch eine Hysterisschleife auftritt, nennt man pseudoelastisches
Verhalten. Bei hoheren Temperaturen verschwindet die Hystereseallig (Abb.2.3(c)).

Bemerkung 2.1  Wenn wir in Abb.2.2(d) nicht Erw armen, sondern damit beginnen,
am rechten Rand eine negative Last anzulegen, also den Stalgammenzudmicken,
bewegen wir uns weiter auf dem unteren Ast. Bei5s beginnt die Reckumwandlung in
M Phasen. Die Last 6, die benstigt wird, um wieder | = 0 Null zu erhalten, hei t
Koerzitivkraft, und r ehrt daher, da in der Probe noch die M. {Phase uberwiegt.
Drecken wir die Probe weiter zusammen und nehmen dann die negae Last weg, so
bleiben wir bei einer negativen Dehnung stehen. Bei Er@rmen kehren wir von dort
zum Zustand (I; ) = (0;0) zureck. Die komplette Hystereseschleife in Abb.2.3(a)
durchlaufen wir, wenn wir wiederholt dehnen und zusammendscken, ohne die Tem-
peratur von au en zu beein ussen. Es stellt sich jedoch die Fage, wie sich die Tem-
peratur auf Grund der dem System zugedihrten mechanischen Energie verhlt. Diese
entspricht der durch die Hysteresiskurve eingeschlossend-lache. Ferner beachte man,
da es sich bei Abb.2.3 um Last{Dehnungs{Diagramme zu konketen gedachten oder
real ausgetéihrten Experimenten handelt, obwohl keine explizite Zeitkala mitgefeihrt
ist. Es kennte vermutlich interessant sein, die Last{Dehnungs{Diagramme fur ver-
schieden schnelle Be{und Entlastungszyklen zu vergleicle Solche konnten wir leider
nicht nden. In jedem Fall h angt die Last{Dehnungs{Relation zu einem bestimm-
ten Zeitpunkt entscheidend davon ab, auf welchem Wege wir eie jeweilige Dehnung
erreicht haben. Insbesondere lassen sich z.B. in Abb.2.3(@ogenannte innere Hyste-
reseschleifen erzielen, wenn wir etwa bes nur etwas Last wegnehmen und sie danach
wieder anlegen.

Bemerkung 2.2 Das Abb.2.2 zugrunde liegendelLast- und Temperaturgesteuerte
und oben diskutierte Experiment (soft loading) ist eine Abwandlung desdehnungs
gesteuerten Experiments aus Abb.2.1 (hard loading), da wr in dieser Arbeit be-
trachten wollen. Die Last{Dehnungs{Diagramme aus Abb.2.3 erhalten wir im deh-
nungsgesteuerten Experiment, indem wir die Dehnung am reden Rand vorgeben
und die Last (= Spannung) dort messen.

2.2 Thermoelastische Modellierung

2.2.1 Die klassischen Bilanzen

Im eindimensionalen ist unter Bericksichtigung der Massenbilanz die di erentielle
Form der Impulserhaltung gegeben durch

Ug= x+f (IB)
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und die di erentielle Form der Energieerhaltung durch

@e+ Jud)= @(u )+ fuy @+, (€8)

wobei der zweite Hauptsatz der Thermodynamik ergllt sein mu, den wir in Form
der Clausius{Duhem{Ungleichung

@ @ g+t (CD)

schreiben. Dabei bezeichnet die Dichte, e die spezi sche innere Energieu die Ver-
schiebung, den Spannungstensorf die au eren Lasten, g, den Warme u, r die
au eren Warmequellen, die spezi sche Entropie und die absolute Temperatur.

In der Referenzkon guration sei der Draht unverzerrt, und habe die Lange 1 und die
konstante Dichte 0. Wir nehmen oBdA ¢ = 1 an und rechnen im weiteren
einheitenfrei, sieche aber Bemerkung 2.5. Es soll der Spanngstensor nur von der
Temperatur und von der Verzerrung" abhangen. Da die beobachteten Verzerrungen
klein bleiben, setzen wir wie in der linearisierten Elastizt atstheorie " = uy. In dieser
Arbeit werden wir insbesondere die Bezeichnugefi und uy gleichberechtigt verwen-
den, je nachdem welche der beiden die elegantere oder klaeegchreibweise erraglicht.
Fur den Warme u g, nehmen wir schlie lich das einfache lineare Fouriersche Gtz

Ow = X
an, wobei > 0 den Warmeleitkoe zienten bezeichnet. Um nun die Entropieun-
gleichung (CD) zu erfellen, ist das typische Verfahren, #r die Helmholtzsche freie
Energie
=e

ein Gesetz einzudihren, aus dem man die konstitutiven Materialgesetze erhlt. Dazu
nehmen wir an, da neben (t;x) auch e(t;x) und (t;x) nur abhangen von"(t;x)
und (t;x), da also die Materialgesetze lokal sind und insbesonder&ein Gedachtnis
haben. Ferner sei (; ) 7! (; ) stetigund ("; ) 7! Fechet-di erenzierbar. Dann

existiert nach dem Satz von Coleman und Noll eine Funktion = ( "; ) mit

(tx)=( "(tx); (tx)); = @; =@
und es gilt (CD) wegengy x = 20, was wir weiter unten fur ein erweitertes
System noch einmal explizit nachrechnen werden. Umgekehrkennen wir eine freie
Energie vorgeben, und erhalten mit = @, = und

@e= @ )= Uxt + t ot t Uxt
= Ux t Uxt (2.1)
1
@GW) = uug 2+ fuy 2.2)

ein geschlossenes Systemarfu und

|_{Z_} t= k xx t Uxt - (23b)
1
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Dabei benutzen wir im weiteren fr den unterklammerten Term 1 die Abkerzung
(ux; )= o (ux; ):

Dieser Term stellt die hier also noch potentiell von der Verzrrung und der Tempe-
ratur abhangige spezi sche Warmekpazitat des Materials dar. Ferner wurde in (2.3)
berecksichtigt, da wir in unserem Experiment keine au eren Lasten oder Warme-
quellen betrachten, d.h.f r 0, sondern das System durch die am rechten Rand
vorgegebene Dehnund(t) steuern wollen. Die Randbedingungen inu lauten also

u(t; 0) =0; u(t; 1) = I(t); (2.3c)
und weiter nehmen wir an, da der Draht an den Randern warmeisoliert ist, also
x(t;0) = x(t; 1) =0: (2.3d)
Die Anfangsbedingungen seien schlie lich
u(0;x) = uo(x); ut(0;x) = ua(x); (0;x) = ofX): (2.3e)

In Anlehnung an Abschnitt 2.1.1 wollen wir nun die Phaserubergange in Form-
gedachtnislegierungen und damit deren spezielle Eigenschafh dadurch modellieren,
da wir die verschiedenen Gleichgewichtskon gurationen dces Gitters in der freien
Energie nachbilden. Abbildung 2.4 zeigt den qualitativen \erlauf von ( ; ) und

(; )= @( ; ) fur verschiedene Temperaturbereiche. Zuvor wollen wir in De
nition 2.1 noch einige Bezeichnungen festlegen, wobei wiresh Begri ,stabil wie
in Abschnitt 2.1 im physikalischen Sinne verwenden werdenGleichzeitig implizieren
wir bereits eine recht konkrete Form von , so da die De niti on sinnvoll ist. Un-
ter Berecksichtigung der zu gegebener Temperatur symmetrischen #ordnung der
Martensitphasen um den unverzerrten Zustand, nehmen wir isbesondere als sym-
metrisch in " an. Da ferner der unverzerrte Zustand unabl&ngig von der Temperatur
eine Gleichgewichtskon guration des Gitters ist, gilt stets +(0; )= (0; ) =0. Dies
hat die etwas eigenartige Konsequenz, da wir im unverzerren Zustand keine ther-
misch induzierten Spannungen erhalten, was in verschiedem Stellen in dieser Arbeit
besonders bescksichtigen werden mussen.

De nition 2.1  Zu einer gegebenen freien Energie de nieren wir

(i) wm Iist die Temperatur, unterhalb derer nur die beiden Martensiphasen M
und M, stabil sind. Diese ist dadurch gegeben, da( ; ) zwei absolute Minima
bei" ()< Ound"+()= " () und daneben keine weiteren Minimalstellen
aufweist. Fur >\ entsteht ein lokales Minimum von ( ; ) bei” =0, d.h. im
unverzerrten Zustand.

(i) g ist die Temperatur, bei der die zu" ;"+ und " = 0 gelwrenden Minima
von den gleichen Wert haben. Br > g ist " = 0 globale Minimalstelle von

().

(i) F ur > A schlielich verschwinden die lokalen Minima" und ";, und
" =0 wird einzige und damit globale Minimalstelle von( ; ).
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Ferner wollen wir annehmen, da ( ; ) fur < A undj"j>",( ) streng konvex
istin ", und da zwischen zwei Nullstellen von (; ) stets genau ein Extremum von
liegt. In diesem Sinne de nieren wir Funktionen I1;12: (0; k) ! [0;1 ) durch

(v) fur < w gilt 0<1,( ) und

g <Ofur ™2 ( Ia( );l2())
«("; ), =0fur"2f Ix()g
> 0 sonst

(V) fur < < k gilt0<l4()<lp() und

8
< <Ofur™2( 12(); CNL U )sl20))
() =0 fur " 2f 14(); la()g
> 0 sonst

(vi) Es sei schlielich k > a die Temperatur, ab der global konvex ist in".
Fur >  qgilt also stets « > 0.

Wir nennen ( ; ) fur < \ ein double-well-, und &ir y < < A ein triple-well-
Potential.

Bemerkung 2.3 Obwohl das Modell gerade aus dem Grunde interessant ist, da
i.a. ein nicht{trivialer Zusammenhang zwischen der Verteiung der Verzerrung " (t; X)
im Draht und der Dehnung I(t) am rechten Rand besteht, haben wir mit Absicht
die in der VerzerrungTemperatur{Ebene liegenden Kurven in (v), (vi) mit dem
auch fur die Dehnungverwendeten Buchstaben ald;;l, bezeichnet. In den Kapiteln
4 und 5 werden wir in Abhangigkeit von der Temperatur verschiedene Bereicheelf

die Dehnung! durch die Eigenschaften von (" = I; ) charakterisieren. Die Kurven
fuar I und I, trennen gerade die gewisserma en klassischen Bereiche mit > 0
von den nicht{klassischen mit - < 0.

Das Problem ist nun, da die Anfangsrandwertaufgabe (2.3a)bis (2.3€e) nicht wohlge-
stellt ist, wenn ( ; ) nicht konvex in " ist, denn gerade in den interessanten &llen

mit - < 0 wird die Impulsbilanz (2.3a) elliptisch. Man kann auch bei beliebig glat-

ten Anfangsbedingungen keine globalen klassischen oder eu schwachen bsungen
erwarten, sofernl_ungleich Null ist und/oder wir als Anfangsbedingung eine nicht{

stationare Lesung vorgeben, bei deup mehrere Phasen tri t, sondern wird in kurzer

Zeit beliebig viele Springe in uy erhalten. Dies modelliert zwar die negliche Ausbil-

dung von beliebig feinen Mikrostrukturen, in denen die verghiedenen Phasen direkt
aneindersto en?, aber zur mathematischen Behandlung werden wir die Impulsbanz

(2.3) regularisieren.

2und genau dieses Verhalten wollen wir auch als physikalischnicht sinnvoll betrachten, siehe unten
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(a) 8 < Bpr (b) by <8< bg (c) 0 =0
R R ¥
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(d)95<9<9A (e)g:ﬁA (f)9>9K
v fq’ tIII
[ I—'é ! _'é ,6
7 / 4 ?
(1'\1' /:\.: N \—1} /\l/ .
A\ S ¢ e

Abbildung 2.4: Freie Energie und Spannung als Funktionen von " fer verschiede-
ne Temperaturen. Es sind in den {Skizzen jeweils" ( ) und ", ( ) auf der "{Achse
markiert (a)-(d), und in den  {Skizzen I,( ) bei (@) und I2( ); [1( ) bei (b)-(e).
Der Wert von (0 ; ) ist dabei eher willkerlich, es soll jedoch ein gewisses Wachstum
in  ausgedeickt werden. In (a) sind ferner die in Abschnitt 2.1.1 erwehnte Grenz-
spannung und die obere Phasembergangslinie eingetragen. Entsprechende Linien
lassen sich auch in (b) bis (e) einzeichnen.
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2.2.2 Regularisierungen

Es gibt verschiedene Anstze zur Regularisierung der Impulsbilanz (2.3a), die natirlich

nach Meglichkeit physikalisch motiviert sein sollten. In [Fal83] wird eine sogenann-
te Grenz achenenergiees betrachtet, die Veranderungen in der Gitterkremmung

berucksichtigt. Dies sei wiederum physikalisch sehr stark veginfacht erlautert. An-

genommen wir be nden uns in einem statioraren Zustand mit z.B. uyx(x) = " fur

X <X o und uy(x)= "4 fur x> X o, soda in Xg ein Sprung in der Verzerrung vorliegt.

In [Fal83] wird dies als Phasembergangsgebiet (als Grenzache) verschwindender
Dicke und verschwindender Energie bezeichnet, da der Sprgnin der Verzerrung in

der (inneren, ,1@ der freien genauso) Energie des Drahtes, irstationaren Zustand de-
niert durch e(ux, )dx; unbereicksichtigt bleibt, da e = in X nur einen

Sprung endlicher Hphe hat. Kristallographisch gesehen sollte der Sprung i jedoch
die Energie ertohen, was durch Abbildung 2.5 angedeutet werden soll.

(a) unverzerrtes Gitter (b) verzerrtes Gitter (c) verzerrtes und
¢ gekrammtes Gitter
f f f f f/

AR

e oY%
yd

f

Abbildung 2.5: Wechselwirkung zwischen Kristallatomen in ungekrammten und ge-
kremmten Gitter.

Abb.2.5.(a) stellt das unverzerrte Gitter dar. Die Striche zwischen den Kugeln sollen
die Bindungen durch Elektronenwolken veranschaulichen.nsbesondere be nden sich
die Elektronenwolken und in einem gewissen Gleichgewicht, sie haben maximalen
Abstand. Im gleichma ig verzerrten Gitter (b) gilt dies immer noch. Die Verzerr ung
der einzelnen Zellen wirdeber die Abhangigkeit der freien Energie von" bereicksich-
tigt. In (c) schlie lich stehen sich und sowie und gegember. Die Energie des
Gitters ist erheht, da sich die Elektronenwolken gegenseitig absto en. Dhei beachte
man, da im (diskreten) physikalischen Modell jede Veranderung der Verzerrung einen
Sprung darstellt, und man in diesem Sinne vielleicht bessevon einer Kreammungs-
energie sprechen sollte. Der Name Grenachenenergie ist dadurch motiviert, da der
E ekt im Vergleich zur eigentlichen durch die Verzerrung der einzelnen Gitterzellen
gegebenen Gitterenergie erst dann Bedeutung gewinnt, wengich zwei verschiedene
in sich homogene Phasen gegeberstehen, und sich deshalb sehr viele Elektronen wie
und in gleicher Weise von einander absto en

Als einfachste Meglichkeit fer eine die Gitterkrammung berecksichtigende Grenz-
achenenergie entnehmen wir [Fal83] den Ginzburg{Ansatzs = eg(Uxx) = EX,
0< << 1, und der Natur dieses Terms entsprechend wirceg in [Fal83] der frei-
en Energie hinzuaddiert. Dies werden wir in den in dieser Arbeit verwendeten
Schreibweisen jedoch nicht besicksichtigen, d.h. da bei uns weiterhin die nur von

" und abhangige freie Energie bezeichne, siehe auch Bemerkung 2.4us\physika-
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lischen Granden wird in [Fal83] ferner uyy 2 0 an den Randern gefordert, so da

der Draht dort beliebige (zulassige) Verzerrungen annehmen kann, die kimmung

jedoch verschwindet. Far uns ist dabei wichtig, da diese Randbedingungen auch éir

die mathematische Behandlung besonders angenehm sind. Déeis ez stammende so-
genannte Momentenspannung im Innern des Gitters sei mif ¢ bezeichnet und ergibt
sich zu

fe= @, = Uxx:

Als erweiterte Impuls und Energiebilanz erhalten wir dann

U = x @fG = x U xxxx

1
@e+ e + 5U?)= @(u )+ @(fou);
und mit den gleichen Umformungen der Energiebilanz wie in (21),(2.2) folgt

U = x U xxxx (2.4a)
Cvt=Kxx* Uxt (2.4b)

Mathematisch stellt die Hinzunahme von U yxx €ine Regularisierung dar, und das
System (2.4a,b) wurde in einer Vielzahl von Arbeiten untersicht, siehe Unterabschnitt
2.3.1, wobei #ir stets der sogenannte Landau-Devonshire Ansatz zu Grunce gelegt
wird. Dieser spezielle Ansatz éir wird im n achsten Unterabschnitt vorgestellt und
diskutiert.

Eine weitere megliche Regularisierung von (2.3a) besteht darin, in das Sgtem (2.3a,b)
eine viskose mmpfung einzubauen. Im einfachsten Fall erhalten wir etwa

Ut = xt Uwxx (2.5a)
Cvt=Kxx+ U + U )2<t (2.5b)

fur ein > 0. Dieser Ansatz wurde z.B. in [CH94] ebenfalls ¢fr in Landau-
Devonshire Form untersucht.

Bemerkung 2.4 Aus kontinuumsmechanischer Sicht ist wie oben bereits benkt
die Hinzunahme des Terms U yuwx In die Impulsbilanz die Folge des Hinzutigens
des entsprechenden Terms;uZ, zur freien Energie. Diese ist dann von der Form

= ( UgUx; )= e|+§u>2<X;

wobei ¢ unsere bisherige freie Energie bezeichne. Auch im Falle Waser Dampfung
fagt man die Terme u 4y in die Impulsbilanz und u t2x in die Energiebilanz nicht
einfach ein, sondern leitet die entsprechenden Bilanzgleihungen aus der Beziehung
= «+ Uy her. Da wir in dieser Arbeit U yxxx UNd Uy jedoch eher als ma-
thematische Regularisierungsterme betrachten wollen, ud es au erdem bequem sein
wird, und in der ursprunglichen Form = ( ux; )und = - zu verwenden,
werden wir diese etwas ungenaue Schreibweise beibehalten.
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Betrachten wir nun beide Regularisierungen gemeinsam, salealten wir das System
(1.1), wobei wir stets > 0 voraussetzen, jedoch nur 0. Den Fall = 0 wol-

len wir soweit wie meglich mitbehandeln, da das System (2.4) einen gewissen Sta
dard darstellt. An vielen Stellen werden wir jedoch die zusitzliche viskose Dampfung
benetigen, und wir werden die qualitativen Unterschiede zwisben den Fallen =0

und > 0 verdeutlichen. Ferner ist es sinnvoll mit homogenen Randbdingungen zu
arbeiten. Aus diesem Grund setzen wir

e(t;x) = u(t;x)  xI(t) (2.6)

und erhalten nach weglassen der Tilde die folgende Form der#angsrandwertaufgabe
(1.1), die fortan im Falle = 0 mit (P o) und im viskosen Falle mit (P ) bezeichnet
sei, sowie allgemei mit (P):

Ug =[ (Ux+ ;) Usxx * Ulx XN (2.7a)
Qlux+ 1 ) 1= e+ (U I )(ue + D+ (ug + D% (2.7b)
mit Randbedingungen
u(t; 0) = u(t; 1) = uxx(t; 0) = uxx (t; 1) = 0; (2.7¢c)
x(£0)= «x(t;1)=0; (2.7d)

und Anfangsbedingungen (wobeiug®" = ug't xI(0) usw.)
u(0;x) = uo(x); u(0;x) = us(x);  (O;x) = o(x): (2.7¢)
Aus (2.7a) bis (2.7d) erhalten wir dabei sofort die Kompatihilit atsbedingungen
Uooo (051) =0 und Uy (1;1) = F(1)=; (2.8)

wenn diese hohen Ableitungen punktweise wohlde niert sind Insbesondere verschwin-
det also auchuyyyyx an beiden Randern fer f = 0.
Uberprefen wir schlie lich fur (P) noch einmal (CD), so erhalten wir

@ =@ (Ut )= et DF Dt (Ut D (Ut D

=Nt et @ —* = X

N|><|\>

(2.9)

Unabhangig von =0 oder > 0 gilt also die Clausius{Duhem{Ungleichung in der
di erentiellen Form (CD), wobei jedoch die viskose Dampfung in (P ) zusatzliche
Entropie erzeugt. Fer uns von besonderer Bedeutung wird die integrierte Form va
(2.9) sein, die wir in Abschnitt 2.4 notieren.

Es wird nun noch festzulegen sein, in welchen &men die Anfangsbedingungen sowie
| liegen sollen. Ferner mu eine konkrete freie Energie gewshlt werden (wenn man
z.B. Lesungen numerisch bestimmen will), oder zur mathematische Behandlung ge-
eignete Bedingungen an (Glattheit, Wachstumsbedingungen) formuliert werden.
Dies geschieht im mchsten Unterabschnitt.

3d.h. wenn =0oder > O keine Rolle spielt
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Bemerkung 2.5 Wir werden in dieser Arbeit wie auch in der Herleitung unseres
Problems (P) einheitenfrei rechnen, bemerken aber folgeres. Nehmen wir kgm

als Einheit der Dichte und m als Einheit der Verschiebung, soerhalten wir kg s 2

als Einheit eines Terms in der Impulsbilanz (IB), N=kg m s 2 als Einheit von und

m?s 2 als Einheit von und von e. Es ist also unser wie auch e eine Energiedo-
sis, was jeweils durch das Attribut spezi sch ausgeduckt wird. Die eigentliche freie

Energie(dichte) ergibt sich durch Multiplikation mit , soda eigentlich z.B. =

gilt. Dies fallt unter den Tisch, wenn wir ignorieren, und wir erhalten ms 2 als
Einheit eines Terms in der Impulsbilanz und Ns ! als Einheit eines Terms in der
Energiebilanz. Dementsprechend ergeben sich die Einheitevon zu m*s 2 und von

zu m?s 1.

Schlie lich bemerken wir noch, da wir in (2.6) einheitente chnisch die Substitution

t(t;x) = u(t;x) xI(t) m ! machen, um dann die Ge e | in (2.7a,b) als dimensionslos
zu betrachten, soda eben z.B.uy und Ldie gleiche Dimension s haben. @

2.2.3 Konkrete Ans atze zur Wahl der freien Energie

Typischerweise wird als Modell #ir die nichtkonvexe freie Energie der folgende in
" polynomiale Landau-Devonshire-Ansatz gewhlt?,

(" )= o)+ () 2+ 3("); (2.10a)
mit
ol)=c (Ci In())+ Cy

()= M
lu2 (2.10b)

2(") = )

"y — 2!!4 3116.
3(") = 7 + 5
wobeic,;Cy; 1; 2; 3 neben y weitere positive Materialkonstanten sind, und C, 2
IR eine Normierung darstellt. Insbesondere istc, die in diesem Ansatz konstante
spezi sche Warmekapazitat, was sich unmittelbar aus

alux; )= (ux; )= X)=c (2.11)

ergibt. Um einen Eindruck physikalisch realistischer Paraneter zu bekommen, seien
hier die wesentlichen in [Bub95] verwendeten Go en angegeben. Dabei lassen sich,
und y direkt experimentell bestimmen. Die Gre e von geht auf [Fal83] zurick, und
wurde dort aus der Beobachtung gewonnen, da Grenzachen eine typische Dicke von
wenigen Gitterzellen besitzen. Die Werte von 1; »; 3 wurden schlie lich in [Bub95]
durch Abgleich experimentell erhaltener mit sich theoretisch ergebenden Hysterese-
schleifen bestimmt.

o =3:12743 =2 10 gy M = 348:75 K;
; | ; (2.12)
1:190Cm—3K; 2=2:343 106@} 3=2:49 108W:

“bei Hinzunahme des Ginzburg-Terms ec auch als Ginzburg-Landau Ansatz bezeichnet
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Bemerkung 2.6  Obwohl wir einheitenfrei rechnen wollen, haben wir der Volktandig-
keit halber in (2.12) die Einheiten mit angegeben und bemerkn, da in obigen
Einheiten die Dichte der freien Energie in J cm 2 angibt. In [Bub95] ergibt sich dann
die freie Energie des Drahtes in Joule, indemuber das (drei{dimensionale) Volumen
des (realen) Drahtes integriert wird, d.h. es wird wber die Lange des Stabes inte-
griert und mit einem Querschnitt multipliziert. In diesem S inne sind bis auf \ die
Green in (2.12) mit m3 100 °kg !, d.h. mit dem Inversen der Dichte in [Bub95],
durchzumultiplizieren, um die von uns betrachtete freie Erergiedosis zu erhalten.EB

In dieser Arbeit werden wir in einigen Beispielen auf in der Form (2.10) mit den
Daten (2.12) zureckkommen. Insbesondere &nnen wir zu einer konkret gegebenen
freien Energie die Temperaturen g; a und g sowie die Funktionenli( ) und I( )
explizit bestimmen. Zum Beispiel erhalten wir fer [, und I, gegeben durch

(5)=(  m) 1 32P+5 glf=0;
die Au esung

lh( )= P yai( )und Io( )= P yo( ); wobei

1

32 93 1 2 2.13
yi2( ) = 5 ( M)— (2.13)
' 10 3 00 5
s g i
D
Dabei gilt D O fur k = 400:97K. Weiter erhalten wir z.B. g = 370:52K

und a =377:76K. Dies soll nur zur weiteren Anschauung der physikalischn Gre en
dienen.

Mathematisch gesehen ist es jedoch eher sinnvoll, sich dieesentlichen bemtigten
Eigenschaften von zu verdeutlichen, und dann mit einer meglichst allgemeinen
Form zu arbeiten, als sich von vornherein auf einen relativ bnkreten Ansatz wie
(2.10) festzulegen. Bei (2.10) handelt es sich ferner um e&m Ansatz, mit dem sich
lokal, d.h. fer kleine Verzerrungen und in Bereichen um y bis g die gewinschten
Eigenschaften leicht modellieren lassen, bei dem jedoch E. unklar ist, warum
global wie "® wachsen sollte, oder etwa » = 1( m)+  92") linear in , was sich
eben aus der linearen Kopplung vori'2 und im Ansatz (2.10) ergibt.

Es gibt nun verschiedene Anstze, lokal die Eigenschaften von zu modellieren,
die zu Phasembergangen &ihren, und gleichzeitig ein global exibleres Verhalten zu
gewahrleisten. In [Spr89] wird die Faktorisierung (2.10a) vewendet, und far I 0
unter folgenden Voraussetzungen an g bis 3 die globale Existenz einer (schwachen)
Lesung von (Py) gezeigt:

() o 12C301); 2 32C3R)
(il )+ NR) () c>Ofuralle(; )2R [0;1).

(i) o) o)+ ( 1() AN 20+ () i cs
faralle ("; )2 IR [0;1).

(v) J 10)i+7 20)+i )i caferale 2[01).
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Dabei bedeutet (i), da der Koe zient c¢,("; ) vor { in (2.7b) von Null wegbe-
schrankt ist. Falls dies nicht der Fall ist, sagt man, da die Energiebilanz degeneriert,
und das Vorzeichen vonc, legt sozusagen die Richtung der Zeitachse fest. Weiter wird
(i) benetigt, um (solange die Lesung existiert) mit dem Maximumprinzip (t;x) > 0
zu gewahrleisten, siehe Lemma 3.5. Voraussetzung (iii) bedeuteda die innere Ener-
giee= nach unten beschankt ist und geeignet wachst. Der Punkt ist, da
mit dieser Voraussetzung die Verzerrunguy in den fur globale Existenz notwendigen
a{priori Absch atzungen in derL* Norm beschmnkt werden kann, vgl. Lemma 3.6.
Wahlt man nun o; »; 3 wie in (2.10b), dann sollte, {um (iii) zu erfellen und um
weiterhin die in Abb.2.4 skizzierte Form von zu erhalten, ; in etwa von der Form
¢ arctan(cy( m)) sein. Man beachte, da mit dem Ansatz 1( ) =( M ) wegen
(2.11) und mit

e=
=cv (C1 log( )+ Ca+( M) 1+ 2 cw(Ci 1 log )+ 1
=C+ 2 wm 1t¢G

(i) und (iii) erf wllt sind, jedoch nicht (iv). Im allgemeinen werden wir nun in dieser
Arbeit einen in dieser Form auch in [Zhe95], Abschnitt 4.2 vewendeten Ansatz fir
zu Grunde legen, der inshesondere von in der Form (2.10) erfullt wird. Es sei

(" )= o)+ a(+ 20"); (2.14)
woraus sich unmittelbar ergibt, da die spezi sche Warmekapazitat nur von abhangt.

Ferner sollen mit fur den Rest der Arbeit fest als C1; Cy; C3 > 0 bezeichneten Kon-
stanten folgende Voraussetzungen esdlt sein:

(H1) 02 C%(0;1);R), 1, 22 CR)

(H2) Die Abbildung 7! ¢,( )= 92 ) lat sich zu einem Element von C2([0; 1 ))
fortsetzen.

(H3) %) C;>O0furalle 2[0;1).

H4) (") 0" 9 0 9)>0 (") Cy"j Czfwralle" 2 IR.

Ferner soll nat wrlich die in De nition 2.1 festgelegten Eigenschaften begzen, mit
den dort festgesetzten Bezeichnungen wi€ ;"., den verschiedenen Temperaturen
und den Kurven Iq;1,.

Als Ausnahme werden wir uns #ir das Problem (P ) auf ¢,( ) = 9% )= ¢ fest
legen. Dieser Ansatz besitzt bei der mathematischen Behardng den gro en Vorteil,
da damit die (im Falle 6 const nur quasilineare) Energiebilanz und damit
das ganze System (2.7a,b) semilinear wird, soda uns die Thaie fer solche Systeme,
z.B. [Hen81], zur Verfigung steht. Dies ist eine wesentliche technische Erleicktung.

Wegen der aus der Symmetrie der Martensitphasen stammendeSymmetrie von
( ;) tritt ferner stets das Problem auf, da bei jeder endlichen Wachtumsbedin-
gung in" die grundlegende Forderung ("; )!1  fur ™! 1 an das Materialgesetz
verletzt ist. Das Material k ennte also mit endlicher Energie auf einen Punkt zusam-
mengedrickt werden und sich sogar selbst durchdringen. Dieses Préém kennen wir
jedoch wegen derl.! {Beschranktheit von uy, kontrollieren, indem wir die Anfangs-
bedingungen und die zeitabmngige Dehnung in entsprechenden Schrankenahlen.
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2.3 Ein Literatur wberblick

2.3.1 Thermoelastischer Fall

Insbesondere das System (2.4a,b) wirdeir verschiedene Randbedingungen in einer
Vielzahl von Arbeiten untersucht, z.B. in [Zhe95], Kapitel 4.2 (vgl. auch [SZ89]), in
[SN91] und in [Bub95]. Dabei wird stets in der Form (2.10) an gesetzt, und au er in
[Bub95] erfolgt die Kontrolle des Systems durchau ere Lasten f und Warmequellen
g. In [Zhe95] nden sich Existenz{ und Eindeutigkeitsbeweis fer diese Situation, und
fur hinreichend glatte Anfangsbedingungen erhalten wir klasische globale bsungen.
In [SN91] wird ein Verfahren zur numerischen Behandlung von(2.4a,b) hergeleitet.
Dann werden die Ergebnisse zweier temperaturgesteuerterx@perimente prasentiert,
in denen temperaturabhangige Ubergange zwischen den verschiedenen Phasen simu-
liert werden.

In [Bub95] wird das in Abb.2.1 beschriebene dehnungsgesteae Experiment be-
trachtet, wobei auch megliche au ere Warmequellen g beibehalten sind, und ferner
der rechte Rand des Drahtes nicht notwendig als thermisch isliert angesehen wird,
sondern als Randbedingung

x(t)=-C (O (1) (2.15)

gegeben ist. Dabei ist ein Warmesbergangskoe zient und  (t) eine vorgegebene
Au entemperatur, die also zusammen mit g zur zusatzlichen Steuerung des Systems
dienen kanrP. Zunechst zeigt Bubner wieder die globale Existenz klassischdresun-

gen zu dieser Anfangsrandwertaufgabe bei hinreichend glan Anfangsbedingungen.
Ferner erhalt er die Lesbarkeit des Kontrollproblems, d.h. zu gegebenen Anfandpe-

dingungen und zu einer gegebenen Zeit; existieren geeignete optimale Funktionen
(Kontrollen)

g:[0;1] [0;t1]! IR; [0;t1]! Rund |:[0;t1]! R;

so da beit = t; eine gewinschte Verteilung von ux und erzielt wird. Anschlie-
end werden mit den Daten aus (2.12) umfangreiche numerisch Simulationen durch-
gefuhrt, wobei der Schwerpunkt in der Betrachtung von Hysteresschleifen in Last{
Dehnungs{Diagrammen wie Abb.2.3 liegt, indem die Last am rehten Rand berechnet
und eber | (t) aufgetragen wird. Diese berechneten Diagramme werden miatsachlich
gemessenen Last{Dehnungs{Diagrammen verglichen, und esimd eine qualitativ gute
Ubereinstimmung festgestellt. Insbesondere gelingt es dah geeignete Wahl des Deh-
nungszyklus die in Bemerkung 2.1 enahnten inneren Hysteresysschleifen zu simu-
lieren. Es zeigen sich jedoch auch Einsclankungen des Ginzburg{Landau{Modells,
und vor allem die Funktion und Gr e e des Grenz achenenergiekoe zienten bleiben
etwas fraglich.

Ein Existenz-und Eindeutigkeitsbeweis zu dem System (2.5®), mit freier Energie
in Landau-Devonshire-Form und Dirichlet{Randbedingungen in u und Neumann{
Randbedingungen in ndet sich in [CH94]. Auch f ur dieses System erhalten wir bei
geeigneten Anfangsbedingungen globale klassisch@dungen.

Sdiese Meglichkeit wird jedoch in den numerischen Simulationen nic ht betrachtet
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Die Existenz und Glattheit von L esungen zu dem mit beiden Regularisierungen aus-
gestatteten System wird fr verschiedene Randbedingungen in [HZ92] untersucht. In
Abschnitt 2 wird dort insbesondere fur den Spezialfalll 0 die globale Existenz von
Leosungen zu (P) bewiesen. In Abschnitt 3.1 geben wir jedoch ér (P ) und Lnicht
notwendig identisch Null nhoch einen eigenen lokalen Existezbeweis, und verweisen
dann fur die anschlie end durchzufehrenden a{priori Abschatzungen im Prinzip auf
[HZ92], siehe Abschnitt 3.2.

Eine zusammenfassende Diskussion mit umfangreichen Litaturangaben eber ver-
schiedene Aspekte des Modellierens der thermoelastischétigenschaften von Form-
gedachtnislegierungen mit Verweisen auch auf den dreidimenshalen Fall und auf
Modelle, bei denen die verschiedenen Phasen mittels Eimlfirung einer sogenann-
ten Phasenfunktion modelliert werden (Femond{Modell), ndet sich schlie lich in
[HMOO0]. Dort werden auch numerische Simulationen ér die schwache Form des nicht
regularisierten Problems (2.3a,b) pmsentiert, und man erhalt das erwartete Entste-
hen von Springen in der Verzerrung, sobald beitberschreiten der Grenzspannung
Phaserubergange statt nden.

In dieser Arbeit soll hun das qualitative Verhalten von Lesungen zu (R) bzw. (P )
analytisch untersucht werden, insbesondere, ob &sungen gegen eine staticsre Loesung
konvergieren, wenn dieau ere Anregung weghllt (L. 0), und welche statiorare
Leosung dabei in Abhangigkeit von den Anfangsbedingungen und vori  const an-
gestrebt wird. Im nachsten Abschnitt fassen wir dazu noch Ergebnisse aus [PegB
[BHJ* 91] und [FM96] zusammen, die die Asymptotik von L®esungen #ir den isother-
men Fall mit viskoser Dampfung und ohne Grenz eachenregularisiserung untersuchen.
Fur den thermoelastischen Fall haben wir keine Arbeiten im Zusammenhang b
der Asymptotik von L esungen bei nichtkonvexer freier Energie gefunden. Alleridgs
werden wir in Kapitel 4 wesentlich Methoden aus [Sle81] verenden, um #ir geeig-
nete Anfangsbedingungen die exponentielle Konvergenz geg eine triviale stationare
Leosung zu beweisen.

Bezuglich der Frage nach nichttrivialen stationaren Lesungen siehe die Referenzen in
Kapitel 5.

2.3.2 Isothermer viskoser Fall ohne Grenz achenenergie

In [BHJ* 91] wird (als eines von drei Modellen zur Untersuchung der Dgamik des
Entstehens von Mikrostrukturen) die isotherme Impulsbilanz

Ug =[ (Ux)+ Uxlx U (2.16a)

mit viskoser Dampfung > 0 betrachtet, vgl. (2.5a), wobei 0 die Gre e einer
Reuckstellkraft beschreibt, mit der der Draht auf einer Unterlage festgehalten wird.
Wir werden uns hier im wesentlichen auf den Fall = 0 beschranken, allerdings wird
der Fall > 0in[BHJ" 91] extra eingetihrt, um die Formierung feinerer Mikrostruk-
turen energetisch zu bevorteilen, siehe Ende des Abschnés. Die freie Energie, die
im isothermen Fall oft auch als elastisches Potential bezehnet wird und nur noch
von " abhangt (wenn wir hier wieder etwas ungenau die, Reickstellenergie\ §u2 aus-
klammern), wird als double-well Potential angenommen, vgl Abb.2.4(a), wobei der
Einfachheit halber in den beiden Minima = 0 gelten soll. In [ BHJ™ 91] wird die
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konkrete Wahl ( uy) = Z(uﬁ 1)? getro en. Ferner sei der Draht an beiden Randern
festgehalten, die Randbedingungen lauten also

u(t; 0) = u(t; 1) = 0; (2.16b)
und die Anfangsbedingungen seien
u(0;x) = up(x) ue(0;x) = ug(x): (2.16¢)

In [Peg87] wird Gleichung (2.16a) #ir =1 und = 0 mit soft loading Randbe-
dingungen behandelt, d.h. mitu(t; 0) = 0; (ux(t; 1)) + uk (t; 1) = F(t), wobei wir
aber im wesentlichen das gleiche Problem erhalten. Ein weas#iches Hilfmittel zur
Behandlung der Anfangsrandwertaufgabe (2.16) ist nun einén der folgenden Form
aus [Peg87] entnommene Transformation, die wir als Pego{Tansformation bezeichnen
wollen. Man setzt (im Fall =0, der Fall 6 0 ist etwas abgewandelt)
Z, Z,7Z
= d dd
PCO= w()d o u()ddx 217)

ax) = p(x)+ ux(x);

und gelangt durch diese Substitution zu einer Evolutionsgéichung in p und g mit dia-
gonalisiertem sektoriellem Linearteil, fur die man geeignete globale bsungen erlalt,
um auf diesem Umweg Ibsungen von (2.16) im Phasenraunw &1 (0;1) L2(0;1) zu
erhalten. Diese Methode werden wir in Abschnitt 3.1 auf dasthermo{viskoelastische
Problem (P ) ubertragen.
Ein wichtiger Unterschied zwischen (2.16) und den SystemetiPo) und (P ) ist nun,
vgl. (2.24), da entlang von Lesungen zu (2.16) die freie Energie
Z 1
EM ) = E®(u(t); u(t)) = ) Euf +(uy)+ Euzolx (2.18)

des Drahtes (schwach) dllt (genauer: nicht wachst), denn mit partieller Integration
gilt
z 1
EM = wug+ ug+ uudx
Zol Z,

Ut x+ Uxe U)+ Uy + uu(dx = uzdx O (2.19)
0

0

Damit liefert (2.16a,b) ein dynamisches System auf dem Phanraum W11 (0; 1)
L2(0; 1) mit der Liapunov{Funktion E () und wegen der unteren Schranké 0 ,er-
wartet\ man, da L esungen in einer geeigneten Topologie gegen statiare Lesungen
streben, die Gleichgewichtslagen vorE(f) darstellen, und zwar vorzugsweise gegen
lokale Minima. Bei einem aus einer gewhnlichen Di erentialgleichung stammenden
dynamischen System gilt dies &ir beschmnkte Orbits, da diese wegen der endlichen
Dimension des zugebrigen Phasenraums automatisch relativkompakt sind. Bei @ar-
tiellen Di erentialgleichungen mu die Relativkompakthe it von Orbits (in einer hin-
reichend starken Topologie) erst noch gezeigt werden, undsestellt sich heraus, da
diese #r (2.16) (bzgl. der Norm{Topologie von W11 (0;1) L?(0; 1)) nicht gegeben
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ist. Dies andert sich, wenn wir die Grenz achenregularisierungwﬁx hinzunehmen,
wodurch sich die Untersuchung der Asymptotik stark vereinfacht, siehe Abschnitt
3.3. In jedem Fall kennen wir jedoch auch &ir = 0 jegliches zeitlich periodische
Verhalten von vornherein ausschlie en.
Wir betrachten jetzt f urs erste den Fall = 0, und bemerken, da die nichtlineare
Randwertaufgabe

(Ux)x =05 u(0)=u()=0 (2.20)

keine nichttrivialen glatten L esungen besitzt, aber jedes sickweise a ne u, das die
Randbedingungen ertillt, und fur das (uyx) const ist, eine schwache bsung dar-
stellt. Mit obiger Wahl von ( uy) = 2(uZ 1) erhalt man ferner sofort E(f)(u;0) = 0
fur alle u mit ux = 1 fastwuberall. Damit |stjeq§s solcheu mit st eckweise konstanter
Verzerrung u®= 1 und der Nebenbedingung 0 Luedx =0 (da also die Phasen 1
wegenu(0) = u(1) = 0 gleichverteilt sind) ein globales Minimum von E(f). Diese Men-
geM besteht aus bzgl. kleinen Serungen (ug;u1) 2 W&1)(0;1) L?(0; 1) exponen-
tiell stabilen station aren Lesungen, siehe [Peg87], Satz 4.1, und ist o ensichtlich nit
kompakt in WL (0;1), dem in [Peg87] diskutierten Phasenraum ér u. Tatsachlich
ist nach [Peg87], Satz 4.1 die Meng® der exponentiell stabilen stationaren Lesun-
gen noch wesentlich ge er, und enthalt alle u 2 W1 (0;1) mit (uy) = const und
Yuy) o > 0 fast wberall. Diese zweite Bedingung ist die Positivilt der zweiten
Variation 2E()(u;0) > 0, und entsprechende bsungenu hei en relative schwache
Minimierer von E(M) d.h. E®O(u+ v;0) E®(u;0) fur alle v 2 WL (0;1) mit
jiviiwz1 Klein. Dagegen hei en Lesungenu, die zusatzlich in M1 liegen, starke Mi-
nimierer von |, d.h. fur diese gilt (hier trivialerweise) EM)(u+ v;0) E)(u;0) fur
alle v 2 Wt (0;1) mit jjvjj.: Klein. Der Punkt ist, da L esungen ausM; die so-
genannten Maxwell{Bedingungen und damit die Weierstra {E rdmann{Bedingungen
erfullen. Wir werden hierauf in Abschnitt 5.4 zur eickkommen.
Man beachte dabei, da sich obige exponentielle Stabiliat auf Anfangsbedingungen
bezieht, die die gleichen Spunge in der Verzerrung aufweisen wial, dajj@Qug UxjjL1
klein sein mu . Dies kann auch nicht anders sein, da in jedew %! (0; 1) Umgebung
von u weitere solcher exponentiell stabiler losungen liegen. Aus diesen Ginden, der
fehlenden a{priori Relativkompaktheit von Orbits, sowie der Nicht{Kompaktheit der
Menge der stabilen statioraren Lesungen und ihrer gro en, geometrischen Kompli-
zZiertheit\, ist es schwer, allgemeine Aussagereber die Dynamik der Lesungen zu
(2.16) zu tre en.
Dies ist unter anderem in der Einleitung von [FM96] auskhrlicher zusammengefart,
und soll hier nur die Kompliziertheit des Problems andeuten Ferner sollen diese
Bemerkungen dazu dienen, im Vergleich etwa zu den Abschnign 3.3 und 5.6 die
bedeutende Rolle der Regularisierung durch die Grenachenergie zu verdeutlichen.

In [Peg87] ( = 0) wird nun folgendes gezeigt: Bezog sich die obige Stabiltsaussage
noch auf Anfangsbedingungen, die wie oben bemerkt selbst Sgnge (und zwar die
gleichen wie einu) in der Verzerrung aufweisen, so wird als mchstes die Asympto-
tik glatter L esungen untersucht, bei denen die Anfangsbedingungen eismgenannte
.transition layen Struktur besitzen: Man erh alt, da wenn up 2 C1(0;1) im wesent-
lichen die gleiche Phasenverteilung aufweist wie eine stainare Lesungu, aber deren
Spreinge in der Verzerrung inup zu (hinreichend steilen) Ubergangen geghttet sind,

und wenn die kinetische Energie der Anfangsbedingungen, sb jjuijj, 2, klein genug
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ist, die Lesung zu diesen Anfangsbedingungen exponentiell gegenkonvergiert. Da
der geghttete Ebergang von einer Phase zu einer anderen hinreichend sted.h. das
Ubergangsgebiet dinn ist, bedeutet dabei, da die elastische Energie der Anfagsbe-
dingungen hinreichend klein ist.
Im Ergebnis folgt, da die glatten ®bergange in den Anfangsbedingungen sich mit der
Zeit exponentiell schnell aufsteilen, da insbesondere kae neuen Phasembergange
entstehen konnen und die Orte der Phasengrenzen in der angestrebten gtanaren
Lesung durch die®bergangsgebiete in den Anfangsbedingungen festgelegnsi Dies
wird in den auf [Peg87] aufbauenden Arbeiten [BHJ 91] und [FM96] als,,Jumps do
not move\ bzw. ,lock{in\ der Wbergangsgebiete bezeichnet.
Bemerkt sei, da in allen drei Arbeiten [Peg87], [BHJ" 91] und [FM96] die Untersu-
chung auf Anfangsbedingungen mit dinnen Ubergangsgebieten eingeschnkt bleibt,
da also z.B. das Verhalten von Lesungen, die nahas 0 starten, {die Situation, bei
der wir eine Art Nukleationsproze verschiedener Phasen imDraht erwarten, unklar
bleibt.
Schlie lich wollen wir noch auf die Rolle von hinweisen, hier als letzte Bemer-
kung zur Modellierung der Entwicklung von Mikrostrukturen im Zusammenhang mit
Phaserubergangen. Im Falle > 0 ergibt sich, da das In mum Null des Energie-
funktionals
zZ, 1
V(u)= EM(u;0) = 21(u§ 1) + Eude (2.21)
0

nicht angenommen wird, da sich die Bedingungeru 0 und uy = 1 fast eberall
o ensichtlich widersprechen. Stattdessen gibt es sogenarte minimierende Folgen ( k)
in Wg*(0; 1), wie etwa die aus [BHJ 91] entnommene Folge

1 . X 0 x 1=2 .
0= gk mit ge)= 7 T Ty

die in W01;4(0;1) schwach gegeru 0 konvergieren, aberu 0 ist natuerlich kein
Minimum. Funktionalanalytisch betrachtet ist also V nicht nach unten halbstetig bzgl.
der schwachen Konvergenz irwol;“(o; 1), und aus der Sicht der Variationsrechnung
entspricht dies der mangelnden Elliptizitat von V.

In [BHJ* 91] (und [FM96]) wird nun die Frage vertieft, ob Lesungen zu (2.16) wegen
(2.19) die Form solcher minimierender Folgen in gewissem Bine nachahmen, und wir
so die dynamische Entwicklung beliebig feiner Mikrostrukturen modellieren konnen.
Sie tun dies nicht, siehe [BHJ 91], Abschnitt 4.1, sondern bleiben in Gleichgewichts-
lagen hangen, die im Falle von Anfangsbedingungen mit¥Jbergangsgebietsstruktur
wie oben beschrieben durch diese festgelegt sind. Dabei ke man noch, da die
Gleichgewichtslagen nun durch (ux)x u =0 gegeben sind, also nicht mehr stck-
weise a n sind, siehe [BHJ* 91], Abschnitt 2.2. Ferner wird in [BHJ " 91] darauf hin-
gewiesen, da > 0 in dem Sinne einen Ein u auf die Feinheit der Phasenstruktur
hat, da mit wachsendem die Zahl der notwendigen Speinge in " in stationaren
Lesungen wachsen mu .

Auch fur die Probleme (Pg) und (P ) wollen wir die Frage untersuchen, ob losungen
Mikrostrukturen entwickeln.
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2.4 Energie{ und Entropiefunktionale

Die freie EnergieE () (t) aus (2.18) kennen wir uns als Nicht{Physiker als die Fahig-
keit des Drahtes vorstellen, (mechanische) Arbeit zu verrthten, welches deriblichen
anschaulichen De nition der Energie entspricht. Bei der Untersuchung des isother-
men Problems mit Grenz achenregularisierung ist die freie Energie des Drahtes dan
gegeben durch

Z,

EO@:= EO@y + Lug+ xk )= %(ut+ xD2+ (ux+ I} )+ =ud dx; (2.22)
0

—u
2
wobei const einen Parameter darstellt und wir die Substitution (2.6) berwcksich-
tigt haben. Fur E() erhalten wir dann im Falle L 0 auch far > 0 wieder die
sogenannte Dissipationsungleichundge(") 01 ug dx, siehe Abschnitt 3.3.
Fur das volle Problem (P) jedoch ist die thermodynamisch korekte Energie des Drah-
tes gegeben durch die innere Energie
Z, 1
EOD):= EOuy + Lug+ xlz )= ) S(ue+ xDZ+ e(uy + I; )+ Euixolx: (2.23)

Nach dem ersten Hauptsatz der Thermodynamik bleibt diese ineinem abgeschlosse-
nen System erhalten, und dies gilt in (P) fur L 0, denn dann gilt:

Z,
EM = UtUg + U x + t ot @ + U xxUxx dX
20
1
= U(x  Uxox ¥ Usa)® Uxt o+ Ujg + U Uy 0X
0
= [x]g=0: (2.24)
Der Dissipation (2.19) im isothermen Fall entspricht nun, da die Entropie
Z, Z,
()= ux+1; ):= (t;x)dx = (ux + 1; )dx (2.25)
0 0
des Drahtes entlang von l®sungen (schwach) wchst, denn Integration von (2.9) liefert
Z 1 Z 1 1
= tdx = —( o+ (ux + L)Z)dx
0
z, , Zy,
= X “dx + “(uy + D2dx O (2.26)
0 0
Den E ekt, da auch im Fall =0 die Entropie (schwach) wachst, nennen wir dabei

thermische Dissipation. Mit (2.26) stellt nun f wr das volle Problem (P) (und auch
fur L6 0) analog zuE() im isothermen Fall mit L 0 eine Liapunov{Funktion dar,
worauf wir jedoch erst wieder in Kapitel 6 zureckkommen werden. Dort werden wir
ferner nur den Fall L 0 betrachten, und sehen, da es hienir geinstiger ist, noch
formal die Liapunov{Funktion L = E®  einzuf whren.

Im nachsten Kapitel beschaftigen wir uns nun zunachst mit der fur die weitere Arbeit
grundlegenden Frage der Existenz von bsungen zu (R) und (P ).
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In Abschnitt 3.1 geben wir unter Verwendung der Pego{Transformation einen loka-
len Existenzbeweis #r klassische losungen zu (P). Anschlie end ist durch a{priori
Abschatzungen zu zeigen, da sich diese lokalen dsungen global fortsetzen lassen.
Ebensolche a{priori Abschatzungen beretigt man auch fer die globale Existenz von
Leosungen zu (R), und insgesamt ®ihren wir diese nur in einem ersten Lemma in
Abschnitt 3.2 aus, da die ganzehnlichen Abschatzungen fur den Fall L O bereits
in einer Vielzahl von Arbeiten vorliegen, insbesondere in4Zhe95] fir =0 und in
[HZ92] fur > O.

Der in Abschnitt 3.1 vorgestellte abstrakte Rahmen wird danmn in dem eingescho-
benen Abschnitt 3.3 dazu verwendet, &ir den isothermen viskoelastischen Fall mit
Grenz achenregularisierung die Konvergenz von asungen zu beweisen. In Abschnitt
3.4 notieren wir schlie lich einen aus [Zhe95] entnommenerExistenz{und Eindeu-
tigkeitssatz fer den nichtviskosen Fall. Die klassischen bsungen werden wir ér die
Stabilit atsuntersuchungen in Kapitel 4 beretigen, und deshalb mussen wir im nicht-
viskosen Fall recht starke Voraussetzungen an die Regula®t der Anfangsbedingun-
gen stellen. Dagegen erhalten wirddr (P ) auch bei schwacheren Anfangsbedingungen
klassische losungen. Dies zeigt eine ausgesprochenes@lLingseigenschaft der viskosen
Dampfung, und der grundlegende Unterschied zwischen () und (P ) liegt darin, da
fur (P ) der Linearteil von (2.7) sektoriell ist und damit eine analytische Halbgruppe
erzeugt, fur (P ) jedoch nicht.

Zuvor wollen wir jedoch eine einheitliche Schreibweise in dsammenhang mit den
Randbedingungen (2.7c,d) festlegen. Wie in (2.8) bereits &merkt erhalten wir sofort
Uxxxx (1 0) = 0 und uxxx (t;1) = 1(t)= , wobei diese Aussage Sinn machtf u 2
HKk(0;1) mit k 5. Bei entsprechender Glattheit der auftretenden Ausdeicke erhalten
wir ferner

wx (10) = xxx (1, 1) = 0; (3.1)
denn es gilt
[ thk = x t @ uUux+t@ x t X
= wx T ox (Uxe + D+ " Uxx + x (U + B
+ Upx +2 (U + DU ; (3.2)

und auf dem Rand sind alle unterstrichenen Terme gleich Null Ferner beachte man

auch das Verschwinden vonuyx in X = 1 im Falle T = 0. Analog verschwinden

in diesem Falle auch@ und @u in x = 0 und x = 1, sofern diese Terme hoher

Ableitungsordnung (punktweise) de niert sind. Dies wird i n Kapitel 4 eine wichtige

Rolle spielen. Diese Dirichletrandbedingungen iru und Neumannrandbedingungen in
werden wir durch folgende Schreibweisen ausecken.
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De nition 3.1  Es bezeichneb c die gre te ganze Zahl kleiner . Wir de nieren

HE(0;1) = fu2 HX0;1) : u®©) = uP(@)=0 fur 1=0;2;:::;2 % g

1g:

NI X

HL(0;1)=f 2HI(©0;1): WO)= D@)=0 fur1=1;3;:::;2

3.1 Lokale Existenz und Eindeutigkeit f ar (P )

Im viskosen Fall verwenden wir die bereits in Abschnitt 1.32 angegebene Pego{
Transformation, wobei wir  einfach beibehalten,

Z, Z,7Z
p= u:d uid dx

0 0 0
g= pt+ Uy (3.3)

Die urspreinglichen Variablen u und u; erhalten wir wegenu(t; 0) = 0 zureck aus
Z X

ux)= - S aA()d und 0= p:

Ferner gilt
1 Z 1 z 1
Px(X) = Ut(x);  ux(x) = —(p+ g)(x); und . p(x)dx = . q(x)dx = 0;

p und g haben also insbesondere Mittelwert Null, und zusammenfagnd notieren wir:

Lemma 3.2 Die Pego-Transformation (u;u¢; ) 7' P (u;u¢; ) = (p;q; ) ist ein Iso-
morphismus zwischen den Hilberumen

HE™(0;1) HE %0;1) HR(0;1) und HE,L(0;1) HEL(0:1) HE(0;1);
wobei das zuatzliche Subskripta den Untervektorraum mit Mittelwert Null bezeichne.

Das System (2.7a,b) transformiert sich nun wie folgt; zumchst gilt

z z.,7
pr = Uy d Uy d dx
Zox 0 0
= (ux + I; )x (Ut Do + (U )yxe rd
°z,z2 |
(ux + I, )x (Ut 2Dwox + (Ut 2D)xxt ofd 2d
1 1 1
= —(p+g+ 1 —(P+ Pxx + Pxx t 5 EXZT m(1):
Dabei stellt Z,

W= Ip+q+l d
0
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die mittlere elastische Spannung im Draht dar und sorgt #ir die Projektion auf den
Unterraum mit Mittelwert Null. Weiter gilt

G= Pt Uxt
1

1 1
—(p+ g+, + —(p+ Pxx P xx 5 EXZ r+ m(t)+ px

Co+ A+ )+ —+ du (g AN+ m)

Wenn wir nun noch oBdA ¢, =1 annehmen, so erhalten wir insgesamt
0 1 o 1 0O

4P p CEEO RN
a@qA+BA @qA:E@ lp+o+1, + o 1 ix2t X (3.4)
L+ Q+ 1l (Pt B+ (P + B2
mit
0 . B Ol 0 @ o 0 1
B=@ - - 0A und A =@ o @ o0 A,
0 0 o 0 @

und die Rand{ und Anfangsbedingungen transformieren sich nitels px = u; und
Ok = Pxt+ Uxx zU

Px (6 0) = pg(t; 1) = ge(t; 0) = k(L 1) = 0;

g pdx =, qdx=0; (3.5a)
x(;0)= «(t;1)=0
(p(0; );0(0; ); (0;)) = ('PoiGo; o) = P(Uo;u1; ): (3.5b)

Lemma 3.3 Es seienpo; oo 2 Hg.,(0;1) und o 2 HZ(0;1), sowiel 2 C3([0;1 ); IR).
Dann besitzt die Anfangsrandwertaufgabe (3.4), (3.5) eindokale Lesung
(P;g; ) 2C([0; T); HJa(0;1) HRa(0;1) H{(O:1)
\ C((O;T); HR.a(0;1) HEa(0;1) HS(0;1) (3.6)
\ CH(0:T):H{a(0:1) H{a(0;1) HY(0;1))

mit einem T > 0, soda (3.5b) erfullt istin H3(0;1) H3(0;1) H?2(0;1), und (3.4)
klassisch &ir 0<t<T .

Beweis. Wir setzenz =(p;q; ), A= BA , bezeichnen die rechte Seite von (3.4) als
f(2) = (f1(2);f2(2);T3(2))T und behandeln (3.4) in der Terminologie von [Hen81] als
abstrakte nichtautonome parabolische Gleichung

z+ Az = f (t;2) (3.7)
2(0) = zo = (Po; %; o) (3.8)

auf dem Banachraum

X =HY0;1) H0;1) L?%0;1):
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Zunachst wollen wir [Hen81], Theorem 3.3.3 anwenden, und dazist zu zeigen, da
A mit

D(A)= H3..(0;1) HZ.,(0;1) HZ((0;1) X (3.9)

ein sektorieller Operator ist und da f : U ! X; (tz) 7! f(t;z) wohlde niert,
lokal Helder{stetig in t und lokal Lipschitz{stetig in z ist, mit U o ene Teilmenge
vonlR X ,0 < 1, wobei die Raume X weiter unten charakterisiert werden.
Wir setzen (x) = cos(k x ) und haben ausgehend von del2-Orthonormalbasis
( k)k=0:1:: von Eigenfunktionen von @ mit Eigenwerten = k? 2 die folgende
Charakterisierung der RaumeH{'(0;1), m O,

X b3
HU(0;1) = fp=  ccoskx):jpjs =  k*"cf < 1g: (3.10)
k=0 k=0

Dabei gilt co =0, falls wir H', (0; 1) betrachten. Es sind die Eigenfunktionen vonA
o ensichtlich von der Form

2 = yDcoskx; k =0;L:::; j=1;23bzw.j =3 furk=0

mit y0) Eigenvektor von B zum Eigenwert |, wobei

p
1 2 4 und 3=

2= 3 3

und wir uns die Eigenvektoreny() der Einfachheit halber orthonormiert denken bzgl.
des Skalarprodukts ;y) = x y auf demC" C". Dabei ist wichtig, da der Raum
far und die Raume fur p und g im Linearteil A von (3.7) entkoppeln, da also gilt

y® = (yPiyi0n v = (yPiyP:0) und  y® =(0;0;1): (3.11)

Die zugetwrigen Eigenwerte vonA sind gegeben durch

(kl) = k2 2

@= k22 und P = k%2

Da 1; »2; 3 alle Realteil gro er Null haben und die Eigenfunktionen zf(j) eine Basis
von D(A) X darstellen!, erhalten wir, da die Resolventenmenge vonA den Sektor

5 +arg( 1)

NI -

Soo =f : joarg()] ; 60g mit =

enthalt, vgl. Abb.3.1. Dabei beachte man, da stets gilt arg( 1) = arg( 2) < = 2,
wobei tatsachlich arg( 1) =0, falls 2 4 0. Ordnen wir weiter die y{) in einer
Matrix M = (y1);y®:y®) an, so kennen wir die Diagonalisierung vonA explizit

lvgl. Lemma (A.6), das wir in Abschnitt 4.1.1 ben etigen, hier ist die Aussage jedoch o ensichtlich
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Re X

43,72

Abbildung 3.1: Das Spektrum von A und der Sektor S,. (schra ert)

aufschreiben als

0 1
0 1 i P :
1 @ ! @ A
M ®
. @’ @ A
| z— 1} 3
I {z )
=D

mit MH = M 1=diag(1;M":M";:::), wobei MH = M T. Die eingekigten Klam-
mern sollen den Unterschied zwischen der skalaren ersten e und den weiteren
3 3{Block{Zeilen verdeutlichen, Leerplatze steheneberall fur Nullen. Analog erhal-
ten wir

0 . 1

=

(
(1d A)l=Mm @ ( @) A MH  (3.12)

| {z )
= 1d D) !
und es folgt (beachtejjl\ﬂjjmz;lz) =maxfLjjMjj_r3r39=1da jMjj_(r3rs =1)
C
i
furein C 1 furalle 2 Sp; ; womit insgesamt folgt, da A sektoriell ist. Weiter

erhalten wir mittels der Spgdraldarstellung von A die folgende Charakterisierung der

Operatoren A ; esseiz= g CE)ZE), dann ist

BC1d A YBiixx ) = sup(fi Dj ik=1;2=1,239[F | ')

) I -
Az=A CI((J)Zl((J)= ( f(l)) C|(<J)Z|(<J);
k=0 k=0
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und nach De nition X =1fz2 X : A z 2 Xg erhalten wir damit fer =7=8 (diese
Wahl ist insofern willk wrlich, als da 2 (3;1) im folgenden gemigt)
= 11=4 11-4 7=4
X =HE(0;1) HG'(0;1) HE(0):
Dies kennen wir wegen (3.11) @r die einzelnen Faktorraume von X getrennt be-
grenden, wobei die Multiplikation mit den festen Eigenwerten ; sowie mit 2 keine

Rolle spielt. Ferner verwenden wir implizit die Poincae{ Ungleichungen, was wir ins-
gesamt durch KonstantenC ausdrecken, und erhalten

b3
g def, " 8 . -
(L2(0; 1)) =¥ o k2 L2 @it © ()7 fa0f < 19

k=0 k=0 }

— L 7=2p2
=k’=2cf

(3:10) , 7=4 ,~. A\
="Hy (0;1),

p3 s
(Hz0;1)® =fp= o k2 Hz:ji( @)hgpjjﬁ; C |<2((k2{)27:8ca<)f < 1g
k=1 k=1

=kl1=2
=Hya (0;2);
(und durch analoge Rechnung folgt auch (3.9)). Die Wahl vonX erklart sich nun
durch die speziellen Eigenschaften der Nichtlinearit f wie folgt. Da f 3 die gleiche
Ableitungsordnung pxx wie der Linearteil A enthalt, mu der Raum fur geeignet
schwacher als der Raum #r p gewahlt werden, damit f wohlde niert ist. Dies ist hier
meglich, da die Gleichung #ir im Linearteil von den beiden anderen entkoppelt. Fir
p und g mu der gleiche Raum angesetzt werden, da die Gleichungereif p und g im
Linearteil mit gleicher Ableitungsordnung gekoppelt sind. Seinunz = (p;q; ) 2 X /78,
dannist pyx 2 H3* und nach Satz A.1 (i) (n =1;p=2;m = 3=4) folgt pxx 2 L*(0;1)
(und tatsachlich sogarpy, 2 C%¥4[0; 1]). Damit ist ( pxx + % 2 L2(0; 1) wohlde niert.
Da ferner die Einbettung H374(0;1) | L*(0;1) stetig ist (sogar kompakt), ist ( die
polynomiale Abbildung) pyxx 7! p2, lokal Lipschitz{stetig von H3¥*(0; 1) nachL?(0;1).
Die Wohlde niertheit aller anderen Terme in f sowie die lokale Lipschitz{Stetigkeit
von f in z als Abbildung von X 78 nach X folgen schlie lich aus den Einbettungen

2 H™H0;1) 1 CHH01] prg2 HYH0:1) 1 CHIF0;1] (3.13)

und der lokalen Lipschitz{Stetigkeit von und . Entsprechend folgt die lokale
Helder{Stetigkeit in t aus (3.13), aus der lokalen Lipschitz{Stetigkeit von und
und aus| 2 C3(0;t,).

Damit existiert nach [Hen81], Theorem 3.3.3 eine ZeifT > 0 und eine lokale l®sung
(p:a; ) 2 C(O; T):; X P\ C((0;T); D(A) \ CH(0; T); X); (3.14)

soda die Anfangsbedingungen gelten und (3.7) e#fllt ist als Identit at in X . Ferner
gilt nach [Hen81], Theorem 3.5.2 die Where Regularimt z 2 C1((0;T); X ) fur 0
< 1, also

(P;a; ) 2 CH(0;T); HZ..(0;1) HEL(0:1) HA(0;1) (3.15)



32 3. EXISTENZ UND EINDEUTIGKEIT

fur z.B. =1=2, und z ist lokal Helder-stetig mit jjzjjx Ct 1. Wir erhalten
nun die in Lemma 3.3 behauptete Regularigt von p;qund mittels folgender Uber-
legung. Es gilt (0;q; ) 2 C((0;T); D(A) = HS.,(0;1) HE,(0;1) HZ(0;1), und
mit den analogen Einbettungen wie (3.13) folgt

f 2C(0;T) D(A);HZ.(0;1) HZ.(0;1) HY(0;1)): (3.16)
Mit (3.15) und (3.16) folgt nun

t7V Az(t) = f(z(t)) z(t) 2 C((0;T); HE..(0;1) HE.(0;1) H0;1)
und damit
z=(p;a; ) 2 C(O;T); HRa(0:1)  H{a(051)  HR(0;1);

und mit diesem , bootstrap{Verfahren\ ist das Lemma bewiesen. 2

Bemerkung 3.1 Aus dem Beweis geht hervor, da wir bei der Formulierung von
Lemma 3.3 noch Regulariait verschenkt haben, da p;q; ); tatsachlich sogar Holder{
stetig nach X abbilden, sowie da wir mit den schwacheren Anfangsbedingungen
(Po; 0o; o) 2 X 78 statt (po;p; o) 2 D(A) auskommen. Wir werden dieses Resul-
tat, das durch geeignete Wahl von ; und X noch verbessert werden kann, nicht
verwenden, sondern belassen es bei der einfacheren Fornauling in Lemma 3.3. [B

Um im nachsten Schritt die globale Existenz von l®sungen zu erhalten, reicht es nach
[Hen81], Theorem 3.3.4 zu zeigen, da
JZ(Dji% =s = PM)IE1=a + A0 1220 *+ i OfiF =4
fur alle endlichen Zeitent beschmnkt bleibt. Wir kontrollieren dazu
ipiigs + fidigs + i e 0 PG+ GG ma 0 7 7e;
denn wegen Lemma 3.2 &nnen wir diese a{priori Abschatzungen auch in den intui-

tiv besser zuganglichen ursprenglichen Variablen u; u;; durchfehren, und es reicht,
Abschatzungen fur

fiuiife + fudie + i diGe
zu gewinnen. Dies bezeichnen wir als verallgemeinerte Engieabschatzungen. Dabei
haben wir die Schreibweisgjujjx fer jju(t; )jjx verwendet, und sofern klar ist, welches
t wir meinen, benutzen wir diese Schreibweise auch im weitene Ferner bezeichnetjj jj
stets die L2(0; 1){Norm, alle anderen Normen werden entsprechend gekennizénet.
Zuvor notieren wir noch den lokalen Existenzsatz in diesen tspreinglichen Variablen,
und versichern uns der Positivitat von auf [0;T) [O; 1].

Satz 3.4 Fur (Up;u1; o) 2 H3(0;1) H3(0;1) HZ(0;1) und | 2 C3((0;1 );IR)
besitzt (P ) eine eindeutige lokale bsung
U2C([0;T); Hp (0; 1)) \ C((0; T); H®(0; 1))
\ CL([0;T);H3(0;1)\ C((0;T);HS(0;1))
\ C*(0; T);Hp(0;1)) (3.17)
2 C(0;T); HF (0; 1))\ C((0; T); H (0; 1))

\ CH((0;T); H*(0; 1))

fur ein T > 0, soda (2.7a),(2.7b) klassisch erhillt sind fur 0<t<T .
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Lemma 3.5 Solange die losung existiert, d.h. #r alle (t;x) 2 [0; T) [0; 1] gilt

(t;x) > 0 (3.18)
Beweis. Auf(0;T) [O;1]erfullt die unter Verwendungvon (ux+1l; )= 1(ux+1l)
in lineare, gleichma ig parabolische Gleichung

xx G tt | 1(ux +ﬂ£(utx + l_}: (Up + L)z 0:
=h(tx)

Die Behauptung folgt nun durch Anwendung von [PW67], Kapitel 3, Theorem 7
auf unter Beachtung der ebendort anschlie enden Bemerkung (), welche die
in manchen Formulierungen des Maximumsprinzips notierte msatzliche Bedingung
h 0 eliminiert. 2

3.2 Zur globalen Existenz, (P o) und (P )

Ebenso wie &r (P ) ehalt man auch fer (Pg) zunachst lokale Losungen, und durch
globale a{priori Enegieabschatzungen ist zu zeigen, da sich die lokalen bsungen
global fortsetzen lassen. Diese a{priori{Absclmtzungen sind, jeweils #r | 0, in
[Zhe95] #r den Fall = 0 durchgefuhrt, sowie fur den Fall > 0 und in der
Form (2.10) in [HZ92]. Das unten folgende Lemma zeigt, {es espricht Lemma 4.2.2
aus [Zhe95], respektive Abschnitt 2, Schritt (ii), in [HZ92], da es sich im Fall L6 0
prinzipiell um die gleichen Rechnungen handelt. Deshalb bieachten wir hier nur
diesen ersten Schritt, der sowohldr (P ) als auch fur (P ) die globale Beschanktheit
Von jjujjy2 + jj jiL: und damit insbesondere die vonjjuyjj 1 liefert, um zu zeigen,
was sich im Fall L6 0 prinzipiell andert, sowie welche Rolle die Bedingungen (H3)
und (H4) spielen. Far (P o) denken wir uns dabei eben = 0. Wie wblich werden wir
diverse vonug; us; o;l; L-f und von T, nicht jedochvon 0 t T abhangige positive
Konstanten mit C bezeichnen.

Lemma 3.6 Zu T > 0 beliebig existiert einCt > 0, soda fur 0 t T gilt
t
iuei® + jiudi® + fiuxgios + g jie 2, jluxjji’d - Cr (3.19)
jlujiLt  Cr (3.20)

Beweis. Es folgt (3.20) aus (3.19) nach Sobolev. Um die erste Aussagel beweisen,
testen wir zunachst die Impulsbilanz mit u, und erhalten
1
0= Ulg + X Upx + Usx ( S(ux+ D)+ J(ux + 1)y dx d

0
% 1 t Z2¢Z, ZZ, ZZ,

= uu;dx uZdxd + xtudx d + Uy Uy dX d
0 00 00 00

0
ZZ ZZ
+ uzdxd + ux 2+ 9Ydxd
00 00
t Zy 2
fuxii® o+ liucii®dx d ux §+ux 3dxd
0 00
2 2y Z,4 t
udx d + jxtujdx d + juugjdx d (3.21)

00 |OO{Z } |O {Z })
1 2

N |
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Wir schatzen nun die Terme 1 und 2 unter Verwendung der Ungleichungen von
Young, Helder und Poincae ((A.1) und (A.2)) wie folgt ab:

ZZ 1 £¢1 Zy
R u2dxd + — Mdxd =  jiuxji®+ Cd (3.22)
2 9 9 4 0.0 2 9
1 lzl
2 CH+ uZ(t;x)dx + —  u?(t;x)dx
0 4 9
Z, Z, 2
C+ jjugi®+ u(O;x)+  u(;x)d  dx
0 0
ZZ
C+ jjwjj’+cC uZdx d : (3.23)
00

Als nachstes testen wir die Impulsbilanz mitu; und addieren die Energiebilanz,

2z,
0= Up Uy + xP Uixx + U xxxx ( (1)(Ux + 1)+ (2)(Ux +1))x
00

+ f;v{&? t XX (ux + b (1)(Ux +1) (U + L)de d
Cinach (H3)
1 1 2y
, Ejjutjjz"' Ejjuxxjjz"' Cij Jjiir + jiuji®d
0 0
27,
+ . P“ g’{gux+ I?+(utx +1 Sux+ 1) L 9uc+1)
3

U ?{qu + |2 L 1(uy + Ndx d

4
2, ZZ
xtugdx d + (U + D2dx d (3.24)
122 {z } o122 {z }
5 6

Es kerzt sich 3 gegen 4, und dies ist einer der entscheidenden Tricks bei der hier
verwendeten Methode, siehe Bemerkung 3.2. Wie oben satzen wir weiter 5 und 6
ab zu

2y
5 C+ u?dxd ; (3.25)
0
z 2, )
- uz + 12dxd C+ = uZ dx d : (3.26)
2 00 2 00

6
Wir addieren nun (3.21) und (3.24), was zurachst naterrlich nur in den hier betrachten
dimensionlosen Gp en erlaubt ist, da (3.21) im zugrunde liegenden physikalschen
Problem die Einheit m3s 1 hat, wohingegen (3.24) die Einheit nfs 2, vgl. Bemer-
kung 2.6. Im physikalischen Sinne addieren wir also z.B. (21) und s(3.24). Unter



3.2. ZUR GLOBALEN EXISTENZ, (P ) UND (P ) 35

Verwendung von (3.22),(3.23) und (3.25),(3.26) erhalten vir damit
z t

(5 )iju ()jj? + Slitoc (D + Cali (O + 5 . jjujid
Zt
+oliui®+ 5w )ji%dx d
0
I {z }
0
ZtZ:L 0 0 0
+ u uy + D+(u Uy + D)+ (uy + uy + )dx d
Lo B S U b Bt e (unc+ B S+ )
7 8 9
zZ,
cC+C uZdx d : (3.27)
00

Da wir hier wie in der gesamten Arbeit annehmen, da |, L.und I unabhangig vont
beschenkt sind, gilt nun nach (H4) (siehe Seite 19) (x D J(ux + 1) C sowie
(ux D S(ux+1) Cjuxj C unddarum

7 C; 8 Cjuyj C (3.28)
Ferner kennen wir 9 = % 2(ux + 1) in der Zeit integrieren zu
2 23 t
(U + 1 Yuy + Ndx d = o(uy + dx (3.29)
0 0 0
und wiederum mit  >(ux+1) Cojux+1j Cz Cyjuxj C erhalten wir schlie lich
Z
5 Oliudi®+ Siuedi®+ Siiudi?+ 5 Jjusdi®d + Caji fiLs
0
Z22Z,
C+C u?+ dxd: (3.30)
00

Die Behauptung folgt nun bei Wahl von < % mittels des Lemma von Gronwall,

siehe Anhang. 2

NI

Bemerkung 3.2  Wir notieren folgenden grundlegenden Unterschied zwischre den
Fallen L 0 und L6 0. Im ersteren Falle ist (3.19) eine unmittelbare Konsequen der
Energieerhaltung, und es gemgt, nur die Impulsbilanz mit u; zu testen. Man erhalt

tZ 1
0= Ut (Ut (ux + I )x+ U xxx U xxt )dx d
0 O
1 t Z tZ 1
= —JJUtZJJ + _jjuxxjj2 + (Ux + 1 )Utx + U tZXdX d;
2 2 0 0 0
und mit e = gilt
Z2Z, 2z,
(Ux+ I Jup + ugdxd = (ux + 1 )usc+ gy )+ (un + Ddxd
00 0 Y

0
let d
. ae(ux+ l; )d dx

20
1
e(ux(t;x)+ I; (tx))dx C:
0
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Aus (H3) und (H4) folgt

eux+ 1 )= o) 80)+ a2+l ) Cux+lj+ ) C (3.31)

und damit folgt insgesamt
Sl + Siiuodi?+ Caiudive + i fir)  Co (3.32)

mit Cy; C, nur abhangig von den Anfangsbedingungen, jedoch nicht vorT. Mit an-
deren Worten ist der Vorwartsorbit

[
T((uosug; 0)) = (u(t);ue(t); ()

t 0

beschmnkt in H2(0;1) L2(0;1) L(0;1), wenn wir nicht am rechten Rand ziehen.
Eine Aussage wie (3.32) knnen wir im Fall L& 0 natwrlich nicht erwarten, und die
Schwierigkeit beim Beweis von Lemma 3.6 liegt darin, da wir

22, 2z,

d
u ug+ I )+ (ux+Ddxd = —e U+ |; )dxd
OOD((X Jr e h 00 dt) |‘(X{Z—?
a
nicht einfach in der Zeit integrieren kennen. Stattdessen nussen wir die Faktorisierung
(2.14) sowie (3.21) bemtzen, um den serenden Term a zu kontrollieren.
3.3 Isothermer viskoser Fall mit Grenz achenenergie |

Fassen wir als Parameter auf, so erhalten wir folgende isotherme vislalastische
Impulsbilanz mit Grenz achenregularisierung zumglich Randbedingungen,

Ut = (Ux+ I} JUx + Uixx Usxox  XB (3.333)
u(t; 0) = u(t; 1) = uxx (t; 0) = uxx (t; 1) = 0; (3.33b)

und Anfangsbedingungenu(0; x) = uo(x); u¢(0;x) = u1(Xx). Wir skizzieren zunechst
noch einmal einen Existenz{und Eindeutigkeitssatz #r dieses Anfangsrandwertpro-
blem unter Verwendung der Pego{Transformation, wobei sichim Vergleich zu Ab-
schnitt 3.1 ein wesentlicher Unterschied ergibt. Als zugebrige Gleichung in (p;q)

erhalten wir nun
I

d p p_ Hp+ g+ |, mt Lo oLer o
a g *P* g T Lp+ag+ 1 + m g X! = f(Gpia)
I (3.34)
_ -+ - B @ o
D= ~ ~ und A = 0 @ (3.35)

sowie die entsprechenden Rand{und Anfangsbedingungen. Daun in der Nichtlinea-
rit at keine Ableitungen mehr auftreten, kennen wir als ,,Grundraum\ X = L2 L2
verwenden. Wir erhalten dannD(A) = HZ,(0;1) HZ.,(0;1), und wehlen =1=2,



3.3. ISOTHERMER VISKOSER FALL MIT GRENZFL ACHENENERGIE | 37

Dies liefert X = H1(0;1) HZ2(0;1), und mit den analogen Einbettungen wie

in Abschnitt 3.1 folgt wiederum, da f lokal Lipschitz und lokal Helder ist von

[0;1) X712 nach X . Der Punkt dabei ist, da analog zu (3.32) fur (po; g) 2 X 72

und L. O der Vorwartsorbit beschrankt ist in X 172, respektive die Lesung (;uy)

in H?(0;1) L?(0;1). Damit werden wir dann die Relativkompaktheit von Orbits in

H2(0;1) L?2(0;1) erhalten. Ferner ist fur L 0 die freie Energie (mit als Parameter)
Z,

1
EO(uy + lug + Xy )= Eut2+ (ug+ 1 )+ Eu)z(xdx; (3.36)
0
=0

eine Liapunov{Funktion auf dem aus dem PhasenraumC:= H3(0;1) L?(0;1) und
der Familie
fS(t;1; )1 C1C 5 (uosur) 7! S(t)(uo;u) = (u(t);ue(t)); t  Og (3.37)

nichtlinearer Abbildungen gebildeten dynamischen Systemdenn es istE () ( ; ) stetig
auf Cund wie in (2.19) gilt mit partieller Integration

z 1
EM = Ur( »(ux + I Juxx + U xx Usxx )t (Ux + 15 JUxt + U xx Uyt OX
0 b L
= - uddx (3.38)
2 9

woraus wir insgesamt weitreichende Aussagember die Asymptotik von L esungen
erhalten. Dies zeigen wir jetzt im einzelnen, wobei sich dig¢opologischen Begrie
wie Konvergenz oder Stetigkeit auf dieH?2(0;1) L?(0;1){Norm{Topologie von C
beziehen.

Zunachst gehen wir wie im Beweis von Lemma 3.3 vor, {mit den entspechenden
Anderungen die Raume betre end, um fur (po; o) = P(uo;u1) 2 H1(0;1) HZ(0;1)
die Existenz einer lokalen Losung
(i 2 C(0;T)HA(0;1) Hi(0:1)
\ C(0;T) HRa(0: 1) HRa(0;1))
\ CH(0:T); HZ(0:1)  HZ(0;1))
mit einem T > 0 zu zeigen. Es ist dann (3.33) e#fllt fur 0 <t< T als Gleichung in
L2(0; 2).
Im ersten Schritt erhalten wir dabei mit [Hen81], Theorem 33.3
(i 2 C(0;T)HA0;1) Hi(0:1)
\ C((0;T);HR.a(0;1)  H{a(0:1))
\ CH(O;T);L2(0;1)  L*0;1)):
Als neachstes folgt die lehere Regulari@t (p;q) 2 C1((0;T); H2(0;1) HZ(0;1)) mit
[Hen81], Theorem 3.5.2. Da wiederumf lokal Lipschitz ist in z = (p;g und lo-

kal Helder in t von (0;T) D(A) nach X2 = H1(0;1) H2(0;1), folgt mit dem
+bootstrap{Verfahren\

t70 Az(t) = f(tz(t) z(t) 2 C((0;T);Ha(0;1) HA(0;1))
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und damit z 2 C((0;T); H3.,(0;1) HJ.,(0;1)), was zu zeigen war. In den urspeng-
lichen Gre en erhalten wir damit unter Verwendung von Lemma 3.2 und mit den
unten folgenden a{priori Abschatzungen wiederum:

Satz 3.7 Fur (ug;u1) 2 H?(0;1) L?2(0;1) existiert eine eindeutige globale bsung

u2 C(0;1);H3(0;1)\ C((0;1 );HZ(0;1))
\ CY([0;1);L3(0; 1))\ C}((0;1 ); HE(0;1)) (3.39)
\ C%((0;1 ); L2(0; 1));

soda (3.33) erfullt ist fur t> 0in L2(0;1).

Um zu zeigen, da die erhaltene lokale losung global fortsetzbar ist, messen wir dabei
Ji(P; Dlix1=2 = ji(p; Djigr w: kontrollieren, und hierzu geneigt es jj(u; ut)jjpz L2 af
priori abzuschatzen. Hier beschenken wir uns auf den FallL. O, der das #r uns
wesentliche Resultat liefert, der allgemeine Fall ist anabg zu Lemma 3.6. Fir den
Rest dieses Abschnitts sei alsd beliebig aber fest. Dann gilt, vgl. Bemerkung 3.2,

ZtZl
0= Ut (Ugt (Ux + 1, Ix+ U xxxx Uxxt) dxd
10 ° t thl thl
= 5 diudi + fjuedi o+ uzdxd + (Ux + I )ux + gdy ddx d;
0 o 0 o "

und mit (U + I; Jux = 5 (ux+ I; ) folgt

Udxd = (uX+I;2dx :
0 0 o | {z— 0
Cijux+lj C»

und insgesamt
SU” + S+ ug dxd + Cyjjuyjj 1
0 O b
1

EJJU1J12+ Eu@umj2+ (ug+l; )dx+ Cy+ Cyjlj = C:
0

Also ist jj(u;up)jjy2 L2 C, respektive
ji(p(t);at))jix== C furallet O (3.40)

und wir wollen [Hen81], Theorem 3.3.6 anwenden, um zu zeigema die nach (3.40)
in X 172 beschmnkten Orbits relativkompakt sind. Hier greift der zweite w esentliche
Unterschied zum thermoelastischen Fall, mmlich da der Operator A : D(A) ! X

in (3.34) keinen Nulleigenwert mehr besitzt, denn die Eigemwerte (kl);(z) und Eigen-

vektoren zi((l);(z) von A sind nun gegeben durch

200 = yDeoskx); W= Ok 2 k=1;2::
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Damit existiert die Inverse A 1 : X | D(A), und ist bei analoger Rechnung wie in
Abschnitt 3.1, nun mit M = (y®;y®@), gegeben durch die Spektraldarstellung

A 1=diag(M;M;:::)diag(( ) L( P) L) Liydiagmt M)

vgl. (3.12), soda ferner A ' kompakt ist nach Lemma A.5.

Mit [Hen81], Theorem;3.3.6 folgt nun, da fer alle (po;cp) 2 X der Vorwarts{
Orbit " ((po; o)) = { o(p(t);q(t)) relativkompakt ist in X172 und damit auch
*((ug;up)) in H2(0;1) L2(0;1). Nach [Hen81], Theorem 4.3.3 folgt daraus weiter,

da die ! {Limesmenge

I ((ug;uq)) = f(v;w) 2 C :9 eine Folge €n)non Mit th 11
soda ((u(tp);ue(th)) ! (v;w) furn!lg

von (Ug; u1) nichtleer und invariant, sowie kompakt und zusammentangend beziglich
der H2(0;1) L2(0;1){Norm{Topologie ist, mit ferner

u);u(t) ! ((uo;us))ijpz 2! Ofurt!l (3.41)
Dabei heit eine Menge K C (positiv) invariant, wenn gilt
8(up;up) 2 K gilt:  S(t)(ug;uq) = (u(t);u(t) 2K 8t 0O
Als nachstes de nieren wir die Menge
B := f(v;w) 2 H?(0;1) L?0;1):

EM(@v;w; ) :=limsup %(E(f)((S(t)(@v;w); )y EM@v;w; ))=0g
t! 0+

der bzgl. des durch die FamiliefS(t) : t  Og erzeugten Flusses statioaren Punkte
der Liapunov{Funktion E()(; ), und es sei

M = die maximal invariante Teilmenge von B; (3.42)

d.h. 8(ug;uy) 2 M qilt (u(t);u(t)) 2 M fur allet 0, und M st bzgl. der Men-
geninklusion maximal unter den invarianten Teilmengen von B. Damit gilt gerade
(wobei wir also ab hier wieder die gegebenen festen Paramete und | mitf ethren)

M = G(;l) f Ogmit G(;l):= Menge der stationaren Lesungen von (3.33),

denn sei (up; u1) 2 M, so folgt
Z, (A1) Z,4
0=ED (u(t);uc(t); )= uZ dx u?dx Oferallet O
0 0

und damit u; 0. Nach [Hen81], Theorem 4.3.4 gilt nun

u(t)! G(;l) feralle (up;us) 2 H?(0;1) L2(0;1): (3.43)
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Wenn wir nun noch annehmen, da G(:l) in H?(0;1) eine diskrete Menge ohne
Haufungspunkte ist, da also die Lesungen der nichtlinearen Randwertaufgabe

(Ux + 15 )x  Uxox =0; (3.443)
u(0) = u(l) = uxx(0) = uxx (1) =0; (3.44b)

isoliert liegen in H2(0; 1), d.h.
8u2G(;l) 9 > 0; soda BH2(0;1)(U)\ G(;l)= fug;

so folgt insgesamt, da zu beliebigen Anfangsbedingungenup; u;) die Lesungu(t) in
H2(0: 1) gegen genau eine ésung des statiomren Problems konvergiert.

Es bleibt die Frage, welchesu 2 G( ;1) in Abh angigkeit von den Anfangsbedingun-
gen angestrebt wird. Beaglich der trivialen Lesungu 0 geben wir eine Antwort
in Unterabschnitt 4.4.1. Dort notieren wir (als Spezialfall des temperaturabhangigen
Problems (P )), unter welchen Voraussetzungen arl; und (up;u;) u 0 exponen-
tiell stabil ist. Das allgemeinere Konzept der Suche nach (ithttrivialen) station aren
Lesungen von (3.33), die Minima der freien Energie inH?2(0; 1) darstellen, greifen
wir dann in Abschnitt 5.5 wieder auf, und fassen schlie lich die Ergebnisse ér das
isotherme System in Abschnitt 5.6 zusammen.

In Kapitel 5, siehe insbesondere Bemerkung 5.6, werden wirefner die Annahme
motivieren, da die Elemente der i.a. sehr komplizierten Menge G( ;1) isoliert liegen
in H?(0; 1). Allerdings werden wir dies auch dort nicht allgemein beveisen, sondern
nur, da die spezielle asymptotisch stabile nichttriviale stationare Lesung, die wir in
Abschnitt 5.5 betrachten, isoliert liegt.

3.4 Existenz und Eindeutigkeit ohne Viskosit at

Durch Ubertragung von Satz 4.2.1 aus [Zhe95] auf die Randbedinggnu(t; 1) = I(t)
erhalten wir folgenden Globalen Existenzsatz éir Lesungen zu (P) im Fall =0.

Satz 3.8 Es seien(up;us; o) 2 H>0;1)\ HA(0;1) HS3(0;1) H2(0;1). Dann
besitzt (Py) fur beliebigesT > 0 eine eindeutige losung

u2 CoI0; T);H3(0;1) HZ(0;1))\ CH[0;T);H3(0;1)\ C([0;T); H!(0; 1))
2 CO[0; T); HF (0; 1)\ C*([0; T); H'(0; 1));

soda (2.7a),(2.7b) klassisch erkllt sind fur t 0. Ferner gilt (t;x) > 0O fur alle
(tx)2[0;T) [0;1]
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Der Beweis ist analog zu dem in [Zhe95], deshalb skizzierenimnur die wesentlichen
Schritte. Es seienMg; M1 zwei positive Konstanten, und

Xn(Mog;M1) = (u; ):u2 C([0;h];H5(0;1)\ HE(0;1))\ C*([0;h];HE (0;1))
\ C2([0; h];H3 (0; 1));
2 C([0;hl;HE (0; 1)) \ C([0; h]; H (0; 1));
\ L%([0; h]; H (0; 2));
u(0;x) = uo(x); ug(0;x) = ua(x); (0;x) = o(x);
(t;x) > O fur (t;x) 2 [0;h] [0;1]

max jju®)jjins + jju®ijns + jjue (Diju:  Mo;
t2[0;h]
3}3?1‘] i Miine + i (ke
Z h
+ . i Gige* 0 dige+ 0 wiitdd My

mit einem zu bestimmendenh > 0. Fur (4;7) 2 Xun(Mg;M1) betrachten wir die
linearen Hilfsprobleme

Ut + Uxxx =[ (bx + )]k x! (3.45)
o)t XX (tx + I, )(txe + D=0; (3.46)

wieder mit den zugehorigen Anfangs{und Randbedingungen.

Fur die u{Gleichung (3.45) setzen wirH = H1(0;1);V = H30;1) und A = @ :
D(A) = (H>0;1)\ HA(0;1)) ! H.In H betrachten wir nun wieder die Orthonor-
malbasis k(x) =sin(k x ); k=1;2;::: von Eigenfunktionen von A. Die zugehorigen
Eigenwerte sind = “k* und es folgt, da der selbsadjungierte strikt positive
Operator A auf V die symmetrische koerzitive Bilinearform

a(u;v) =<Au;v >

induziert. Dabei bezeichnet< ; > das Dualitatsprodukt in V. Bezeichnen wir
weiter die rechte Seite von (3.45) alsf (t;x), so gilt wegen & "~) 2 Xup(Mg;M1)

f 2 HY([0;h];H1(0;1)), und unter Verwendung von [Zhe95], Theorem 1.3.3 erhal-
ten wir fur (3.45) eine eindeutige losung

u2 C([0;h];H>(0; 1)\ HA(0; 1))\ C(o;h];H3(0;1))\ C?([0;h];H} (0;1)):
In analoger Weise erhalten wir #ir (3.46) eine eindeutige losung
2 C([0;h];H (0; 1)\ CH([0; h]; H (0; 1));

und mit dem Maximumprinzip folgt wieder > 0 auf [O;h] [0;1].

In einem nachsten Schritt ist zu zeigen, da (far hinreichend kleine h) der nichtlineare
Operator Ty, der Funktionen (¢; ) 2 X1(Mg; M 1) die entsprechenden Iesungen von
(3.45) und (3.46) zuordnet, X,(Mg; M 1) nach X, (Mg; M) abbildet. Dies, sowie der
fur die eindeutige lokale Existenz von lesungen abschlie ende Schritt, da (far h
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klein genug) Ty, eine strikte Kontraktion auf dem Banachraum X (Mg; M 1) darstellt,
geschieht durch entsprechende Energieabsatzungen, siehe [Zhe95].
Um schlie lich wieder die globale Existenz von Lesungen zu erhalten, ist bei dieser
Beweismethode nun zu zeigen, da

z

t
jiviifs + Jiudifs + fiuadi®+ 0 ifs + i dif . i QG+ 0iddine + i edi®d

fur alle t > 0 beschenkt bleibt. Die benetigten a{priori Absch atzungen sind in [Zhe95]
(fur den Fall L 0) ausfehrlich prasentiert, soda wir es hier mit Hinweis auf die
Ausfehrungen in Abschnitt 3.2 bei dieser Beweisskizze belassen



4 Exponentielle Konvergenz gegen
eine triviale station are L esung

In diesem Kapitel untersuchen wir, unter welchen Umstanden Lesungen zu (R) bzw.
(P ) gegen eine triviale statiorare Losung konvergieren. Dies betrachten wir zum einen
getrennt von der allgemeinen Asymptotik von Lesungen, um zumchst die Stabilitat
der Menge der trivialen stationaren Lesungen zu verstehen. Zum zweiten erhalten wir
dabei besonders starke Konvergenzresultate (exponentlel Konvergenz), und kennen
ferner eine Verallgemeinerung auf den FallL6 0 zeigen.

Physikalisch liegt der Untersuchung der Stabilitat der trivialen L esungen die Frage zu
Grunde, unter welchen Bedingungen sich das System (2.7) késisch thermoelastisch
bzw. thermoviskoelastisch verhalt, d.h. unter welchen Bedingungen nden keine Pha-
serebergange statt ?

In Abschnitt 4.1 zeigen wir dazu mittels linearisierter Stabilit atsanalyse, da eine
triviale station are Lesung U; )  (O; ) (bzw. u = xl nach Recksubstitution von
(2.6)) sowonhl fur (Po) als auch fur (P ) linear instabil ist, wenn gilt

()< 2 (4.1)

Damit erhalten wir zunachst eine notwendige Bedingung ¥r die Stabilit at trivialer
stationarer Lesungen von (R) und (P ). Eine hinreichende Bedingung lennen wir
mit linearisierter Stabilit atsanalyse bei den gegebenen Neumann{Randbedingungen
in  wegen des zu konstanten Temperaturverschiebungen getigen Null{Eigenwerts
unmeglich erhalten, respektive wegen des ganzen Kontinuums itrialer station arer
Lesungen.
Die Bedingung (4.1) teilt die {l{Parameterebene in zwei disjunkte Gebiete, und das
Gebiet, in dem (4.1) erfullt ist, werden wir das Stabilit atsgebiet S der trivialen stati-
onaren Lesungen nennen. Zuachst zeigen wir dann (Satz 4.4), da #r - 0 Lesungen
von (Po) oder (P ), die nahe einem {; ) 2 S starten, exponentiell gegen eine triviale
stationare Lesung konvergieren. Dabei beatigen wir fur (Pg) noch die zustzliche
Bedingung (I; ) 6 0, d.h. da linear die thermisch{mechanische Kopplung nicht
verschwindet.
Fur (P ) kennen wir dareberhinaus fir den Fall L6 O mit jli hinreichend klein die
Verallgemeinerung zeigen, da sich die Verschiebung (wiegt nach Reicksubstitution
von (2.6)) verhalt zu

u(t;x)  x I(t);

siehe Satz 4.5. Die Beweise derefze 4.4 und 4.5 beruhen auf umfangreichen a{priori
Abschatzungen verallgemeinerter Energieausarcke, die in der hier durchgeéihrten
Form eng an [Sle81] angelehnt sind.

Um jedoch zumachst die Idee dieser Abschatzungen zu verdeutlichen, stellen wir diese
in Abschnitt 4.2 an Hand der Gleichungen der linearisierten Thermoelastizitat und
Thermoviskoelastizitat vor. Da die Gleichungen der linearisierten Thermoelastzitat
und Thermoviskoelastizitat eblicherweise im Rahmen der Halbgruppentheorie linea-
rer Operatoren behandelt werden, sind im Anhang die beatigten De nitionen und
Satze zusammengestellt in der Form, wie wir sie hier verwende Insbesondere wird
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in Unterabschnitt 4.2.1 der klassische Existenz{ und Eindeitigkeitsbeweis fr den li-
nearen Fall rekapituliert, da er unmittelbar mit der klassi schen Methode zum Beweis
der exponentiellen Konvergenz gegen eine triviale &sung zusammenhkngt.

Ein wesentlicher Unterschied zwischen dem linearen und nitlinearen Fall ist?, da

im linearen Fall die Lesungen zubeliebigenAnfangsbedingungen gegen einedie )
a{priori bekannte station are Lesung konvergieren. Im nichtlinearen System (P) kon-
vergieren nur Lesungen zu geeigneten kleinen Anfangsbedingungen, bei daneben
keine Phasembergange statt nden, gegen eine triviale Losung. Ferner wird dazu im
linearen Fall keine Grenz achenenergie beatigt, im nichtlinearen System (P) da-
gegen ist gerade interessant, wie die Grenacheneenergie auch bei an sich bereits
kritischen Anfangsbedingungen mit 2 < . < 0 fur die Konvergenz gegen eine
triviale station are Lesung sorgt.

4.1 Linearisierung um eine triviale station are L esung

Essei"="+ , = + #, undwirentwickeln ( "+ 1I; Yum (" +1; ), also
("+hE)=C"+E)+ (C+E )+ (+1)#
+% G R G )#+% "+ I #? 4.2)
+O(( +#)°):

Im weiteren verwenden wir (unter Beachtung von" 0, da wir eine triviale stationare
Leosung betrachten) die Abkerzungen

a= () b= () o= () und  do= —; (4.3)
wobei wegen (H3) stetscg C; > 0 gilt, sowie naterlich dy > 0. Setzen wir nun
u=u+vund = + #in (P)ein und behalten nur die Terme erster Ordnung in v
und #, so erhalten wir unter Verwendung von (4.2) und (4.3) das lireare System

Vit = 8oVxx + lo#y Vixxxx T Voxxt s (4.4a)
Cott = doftxx + oVt : (4.4b)

Mit dem wblichen Separationsansatz

v(tx) = Re(g()e*) heIR1 @ =0 9eee
#(tx) = Re(h(t)eX ) g;h:R! C; =0;; 2;:::
folgen die gewhnlichen linearen Di erentialgleichungen
g®=  Zag+iboh ‘g %’
coh®= do 2g+ib oh®
die wir als Sytem 1.0rdnung schreiben,
| 0 g 1 0 0 1 0 10 g 1
a@goAz@ 23, 4 | 2 ib20 A@gA
h 0 L — h
Co Co

Lwenn wir uns zur Einfachheit der Beschreibung auf L 0 einschranken
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mit charakteristischem Polynom

2 4 2
P()= 3+ 2(+%)2+ 2( d0+ao+ 2+§)+ (ap + )do:
Co Co
Fur die Lesungen 1; o, svon P ()= 3+ ¢ 2+ ¢, + ¢cg = 0 gilt nach dem

Hurwitz{Kriterium

Re( j) 0, ccijcp;ci6 € O

Hier haben wir: (1) o O , 2(+2) o
@ o 0 , SHes 248 4
®3) © 0 2 ao;bé
d 2d .
4 cc o 0, A +P)72+D) O

und die Bedingungen (1) und (4) sind auf Grund unserer konstiutiven Bedingungen
co;do > O stets erklllit. Bedingung (3) ist scharfer als Bedingung (2), so da wir

schlie lich erhalten: .

2 a= () (4.5)
Dabei wurde verwendet, da wir zu =0 zwar einen dreifachen Nul{Eigenwert er-
halten, konstante Verschiebungen aber wegen den Randbedjnngen nur in  zulassig
sind. Nach (4.5) ist (O; ) nun linear instabil im Fall - (I; ) < 2, und man beach-
te, da diese lineare Instabilitat unabhangig ist von ;bg; co und dg. Auf der anderen
Seite konnen wir aus «(l; ) > 2 nicht mittels linearisierter Stabilit atsanalyse die
exponentielle Stabilitat der trivialen station aren Lesung (Q ) folgern, da wir stets
besagten zu konstanten Verschiebungen der Temperatur g@hnigen Nulleigenwert ha-
ben.

Die stattdessen verwendete Methode von a{priori Abschschtzungen stellen wir im
nachsten Abschnitt am linearen System (4.4) mit = 0 vor. Zum Abschlu dieses
Abschnitts berechnen wir noch die zu (4.4) gebrige ,linearisierte\ innere Energie.
Diese erhalten wir, indem wir in E() die Entwicklung von bis zu Termen zweiter
Ordnung einsetzen. Setzen wir dabei als weitere Abdezungen = (|} ); = (I; )
usw., so erhalten wir

Zl
Doy yom L2 1, 1,
Ein(iue )= —ufr+ + + H+ Z « “+ #+ = #
lin Ozt > 5
(+#) + + #)+§)2(dx
Zl
- 2 2
=+ —uf + 5 ydx
02t _27%
Z, Z,
+( ) dx+( ) #dx
0 0
1
o P2y B2 w0 ook
o 2 2
Z, 121
= #ix+ 5 Ui+ ag P+ oo+ fda (46)
0 0

Im nachsten Abschnitt werden wir sehen, da #ir uns die beiden ersten Terme der
letzten Zeile keine Rolle spielen, und wir sie deshalb wegtaen lennen.



46 4. STABILIT AT TRIVIALER STATION ARER L OSUNGEN

4.2 Bemerkungen zum klassischen linearen Fall

4.2.1 Linearisierte Thermoelastzit at

Unter Verwendung von nun wiederu und notieren wir (4.4) mit = =0 zu

Ut = apUxx + b x

4.7
Co t = do xx + bpuy:

Dabei setzen wir im weiterenag; co; dg > 0 und by 6 0 voraus. Man beachte, da fur

lineare Materialien normalerweise ein Zusammenziehenu; < 0) zu einer Erwarmung

( ¢ > 0) und eine Ausdehnung (ix; > 0) zu einer Abkehlung ( { < 0) fehrt, und

deshalb typischerweisely > 0 gilt. Fur die Abschatzungen in diesem Kapitel spielt
das jedoch das Vorzeichen vory 6 0 keine Rolle, und auf Grund unserer speziellen
freien Energie qilt

8
< >0furug+1>0

(uy+1I; )= ‘1’(ux+l). =0furuy+1=0 nach (H4). (4.8)
" < Ofurug+1<0

Den Fall = 0 werden wir bei der Ubertragung der in Unterabschnitt 4.2.2 ver-
wendeten Methode auf den (R) berecksichtigen meissen. Auf die nakirlich megliche
®bernahme des Term U xyyx haben wir verzichtet, da dieser im linearen Fall keine
wesentliche Rolle spielt. Die Randbedingungen sind (da wit- 0 betrachten !)

u(t 0)=u(t; 1) =0und ,(t;0)= ,(t;1)=0; (4.9)

und diese Dirichletrandbedingungen inu und Neumannrandbedingungen in werden
wir wieder durch die Schreibweisernu 2 HE(O; 1) und 2 H},(0; 1) ausdmicken. Man
beachte, da in diesem Abschnitt gema der Herleitung von (4.4) die Temperatur-
di erenz zu einer Referenztemperatur bezeichnet, und ein&ubstitution ~= const
das Imeqiée System (4.7) nicht veandert. Ferner ist die Durchschnittstemperatur
a(t) = 45 (tx)dx im linearen System mit unseren Randbedingungen eine Erhal-
tungsgre e, denn
z Z

d 1! 11 do b *

— t;x)dx = —(d + bpup )dx = — y+ —uy =0; 4.10
d'[o( ) OCO(OXX l:l)tx) C()X COtO ( )
und deshalb werden wir in diesem Unterabschnitt stets oBdA 4 0 betrachten.
Bei Weglasses der Normierung ist damit die linearisierte innere Energie aus (4.6)
schlie lich gegeben durch

. 1Z 1
EW (ugug )= > uf + aguf + co “dx; (4.11)
0

wobei nun einfache Rechnung mit partieller Integration
Z,

Ul + 8oUx U + Co tdX
Zol Z,4
= Ug(aoUx + b x) + aoUxU + (do xx + ouy)dx = do  Zdx:

0 0

() _
n



4.2. BEMERKUNGEN ZUM KLASSISCHEN LINEAREN FALL 47

ergibt. Dies zeigt, da die Linearisierung die Erhaltung der inneren Energie aus (2.24)

zerstort hat und die thermische Dissipation jetzt statt zu einem Anstieg der Entropie
direkt zu einem Abfall der Energie E,(i:]) fuhrt, und es wird im weiteren darum gehen,
hieraus (sowie spter auch aus der viskosen Bmpfung) die Konvergenz von Llesungen
gegen eine triviale statiorare Lesung erhalten. Dies éihren wir in diesem Abschnitt

linear vor, und fer den nichtlinearen Fall wird es darum gehen, zu zeigen, dafer kleine

Verzerrungen (in geeigneten Bereichen) die linearen Termentsprechend dominieren.
Zunachst erhalten wir aus der Halbgruppentheorie unmittelbar den folgenden sehr

einfachen Existenzsatz und Eindeutigkeitssatz dir (4.7).

Satz 4.1 Es seienup 2 H3(0;1);u; 2 H}(0;1) und o2 HZ.,(0;1). Dann existiert
zu diesen Anfangsbedingungen eine eindeutigeatung(u; ) fur (4.7), (4.9) mit

u2 C(0;1 );H3(0; 1))\ CX([0;1 );HA(0; 1)\ C*([0;1 );L?(0;1));  (4.12)

2 C([0;1 ); HZ 4 (0; 1)\ C*([0;1 ); L3(0; 1)); (4.13)

so da (4.7) gilt als Gleichheit in L2(0; 1).

Beweis. Wir setzen v = (v1;V2;V3) = (Ux; U;; ) und schreiben 4.7 als lineare Evo-
lutionsgleichung erster Ordnung,

Vi = Av;

Vo = (@Uo; U1; 0); (4.14)

mit 0 0 @ 0 1
A=@a@ 0 b@A
o e
Ferner seiH = L2(0;1) L?(0;1) L2(0;1) mit Skalarprodukt
Z 1
(u;v) = U1Vy + UV + CouzvadXx:

2
Mit D(A) = H}(0;1) HJ(0;1) HZ.,(0;1)ist D(A) = H.Fernerist A abgeschlossen
und dissipativ, denn mit partieller Integration folgt
YA 1
SN — do o
(Av;v) = @Vavi+(a0@Vi + by@Va)Vz + Co(—@Va + —@Va)Vadx
0 Co Co
Z 1
= do (@v3)%dx O (4.15)
0

Der adjungierte Operator A ergibt sich zu

Oo 2@ 01

A=@ @ O hg A

dCO
0 @ L@
und die adjungierten Randbedingungen ergeben nach De nitbn der Randoperatoren
z 1

(Byu;v) = Uovodx = (u; B1v)
0



48 4. STABILIT AT TRIVIALER STATION ARER L OSUNGEN

fur die u; Randbedingung und
Z 1 z 1
(Bou;v) = @uszvzdx = uzs@vszdx = (u; B,v)
0 0

fur die x Randbedingung zu
ur(t; 0) = ug(t; 1) =0und  «(;0)=  «(t;1)=0:

Damit gilt D(A )= D(A), und es ist A o0 ensichtlich ebenfalls dissipativ. Mit Satz
A.8 folgt, da A in nitisemaler Generator einer Cy Halbgruppe von Kontraktionen
auf H ist. Damit erhalten wir

Ux 2 C([0;1 ); H2(0;1));ue 2 C([0; 1 ); HE(0;1)); 2 C([0;1 ); HZ.(0; 1)):

Mit (A.4) erhalten wir schlie lich (4.12) und (4.13). 2

Im Rest dieses Unterabschnitts folgen wir [Han92], setzeéncy = ag = dg = 1, und
zeigen, wie wir mit linearisierter Stabilit atsanalyse die exponentielle Konvergenz von
(ux;u¢; ) gegen (Q0;0) in H erhalten. Dies ist hier meglich, da wir wegen (4.10)
den storenden Nulleigenwert zu konstanten {Verschiebungen ausschlie en lennen,
was wir in der De nition von H durch den Ansatz 2 L2(0; 1) berecksichtigt haben.
Im nichtlinearen Problem (P) jedoch ist 5 auch far I 0 i.a. keine Erhaltungs-
gre e mehr, und die Eigenschaften des Systemseéngen entscheidend von ab. Um
Stabilit at stationarer Lesungen im nichtlinearen Fall nachzuweisen, mu deshalb di
folgende linearisierte Stabilitatsanalyse versagen, wie immer, wenn der Linearteil eines
nichtlinearen Systems einen Nulleigenwert besitzt.

Zunachst zeigt nun [Han92], da H eine Basis aus Eigenfunktionen vorA hat, indem
er ausgeht von der Ortonormalbasis

0 1 0 1 0 1
cosk x 0 0
Ek=@ 0 A;Ef=@ sinkx A;EE=@ 0 A; k=1;2:::
0 0 cosk x
(4.16)
Setzen wir | =diag(cosk x; sink x; cosk x ) und y = (y1;y2;y3)" 2 R3, so gilt
0 1

O 1 0
Aw=k (@1 0 h Ay=k Ruy; (4.17)

0 b k

soda Yy genau dann Eigenvektor vonA zum Eigenwertk ist, wenny Eigenvektor
von Ry zum Eigenwert ist. Als charakteristische Gleichung vonRy erhalten wir

(2+1)( +k)+bB =0; (4.18)

und [Han92] zeigt, da (4.18) fer alle k eine reelle Nullstelle  und ein Paar konjugiert
komplexer Nullstellen ;  besitzt, wobei gilt

k k! Ound ! i furk!l (4.19)

2um die Darstellung nicht unn etig mit Konstanten zu belasten



4.2. BEMERKUNGEN ZUM KLASSISCHEN LINEAREN FALL 49

Genauer gilt fur die entsprechenden Eigenwerte , = k und |, = k  von A
folgende asymptotische Entwicklung ([Han92], Propositim 4.3):

9
(= k2 2+ B+ 0Ok YHfurk!1 =
o furk!1 (4.20)
= ik %+ kiibga BB=2) + O(k 2):
Die Basis von Eigenfunktionen von A ergibt sich nun, indem wir die Ry mittels
der Matrizen My = (y ,;Y ;Y ) der zugelorigen Eigenvektoren diagonalisieren,
M, 'RekMy = diag( «; «; «)- Wegen (4.19) gilt dabei

det M ! 2i und supj(Mg)iji< 1,
itk

und damit folgt (Lemma A.6), da die Eigenfunktionen ( «y )[ ( kY ) ( kY ),
(k=1;2;::)) mit

(kYo kYo kY )= M EfESES
eine Basis vonH von Eigenfunktionen von A bilden. Fer
=supfRe : 2 (A)g

gilt wegen (4.15) 0 und aus (4.20) ghalten wir < 0. Es sei jetzt ( k)k=1:2:: Obige
Basis von Eigenfunktionen undvp = Ll & « 2 H. Dann folgt die behauptete
exponentielle Stabilitat mittels
h 3 3
S(thvo= ekt y=e t el )t . (4.21)
k=1 k=1

denn mit joce <t U j o folgt S(t)f = e tq(t), wobeijjg(t)jin  Cjifjju 8t O,
und damit
iSWijLny Ce ': (4.22)

Bemerkung 4.1 Der Identit at (4.21) liegt die wohlbekannte Tatsache zugrunde, da
die Lesung von (4.14) gegeben ist durctv(t) = e* vy, wenn man e” geeignet de -
niert. Dabei ist die heuristische De nition e = = |_ (tA;],)n sinnlos, da Konvergenz
der rechten Seite voraussetzt, da A ein beschenkter Opérator ist. Mit unserer Dia-

gonalisierung

1 1 0
M, 0 My O i
A=k %) 0 M,? 333£diag( o1 1 2;:::)% 0 M :::g
0 o . o 0
kennen wir jedoche” de nieren als

0 1 1 0 1

M, 0 My O i
etA:% 0 le ZZZgdiag(e1t;e1t;e1t;e2t;:::)%) 0 Mo ZZZR

0 o . 0O O

und erhalten damit (4.21) in Analogie zu v(t) = €” vy als Darstellung in H bzgl der

Basis ( k)k=1:2;:-
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4.2.2 Energieabsch atzungen h eherer Ordnung, linear

In diesem Abschnitt zeigen wir mittels Energieabscttzungen heherer Ordnung die
exponentielle Konvergenz von (i; us; uy ) in H2(0;1) H(0;1) L?2(0;1) gegen (Q0;0)
F@d von (; ¢)in H(0;1) L?(0;1) gegen die statiomre Losung ( 4;0), wobei , :=
o dx. Da wir damit die aus [Sle81] entnommene Methode vorstellerwollen, mit
der wir auch im nichtlinearen Fall vorgehen werden, fordernwir dabei nicht mehr
notwendig 5 = 0. Der Einfachheit halber setzen wir weiterhin cg = ag = dgp =1 und
verwenden ferner die Poincae Ungleichungen (A.1) und (A2) ohne den Faktor -,
der in diesem Abschnitt keine Rolle spielt.
Die linearisierte innere EnergieE,(i:]) aus (4.11) bezeichnen wir nun als Energie nullter
Ordnung,

141
Eo= = u?+u2+ 2dx;
2 o
und de nieren die beiden folgenden Energiefunktionale ergr Ordnung
Z,
Ei= 3 uz + Ui+ 2dx;
1 Z°, (4.23)
Er= 2 Ui+ ui+ 2dx
2 o
Weiter benetigen wir das Hilfsfunktional
Z 1
Fi= Ut Uy dX;

0
und de nieren die Gesamtenergie

E=Ei+ E> Fi1

mit einem noch zu bestimmenden O< < 1, soda E zum einenaquivalent ist zu
der im folgenden Satz de nierten Halbnorm, zum zweiten eineUngleichung der Form

E(t) E(0)e ! (4.24)

gilt. Damit wird die behauptete exponentielle Konvergenz flgen. Man beachte, da
wir im folgenden Satz explizit die Mittelwerte fur weglassen (soda wir eigentlich
auch Satz 4.1 noch einmal ohne die Indizea fur den {Raum formulieren mu ten).

Satz 4.2 Es seienug 2 H3(0;1); u; 2 H3(0;1) und o 2 HZ(0;1). Fur (u; ) =
(U;ug;uy; ;) aus dem Hilbertraum

H:=H3(0;1) H5(0:1) L*0;1) HEO:1) L*0:1)

de nieren wir die Halbnorm j(u; )j2 durch

J(u; )35 = iuiife + udife + Guedite + 0 «dife + i dife:
Dann gilt fur die Lesung(u; ) von (4.7), aus Satz 4.1 und ein > 0 die Ungleichung
j(u; )iz Ce 'j(u; )i=oj5; (4.25)

wobei @up und @ o formal gegeben sind durch (4.7), d.n@up = @uo + @ o und
@o=@ o+ b@Qus.
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Beweis. Um (4.25) aus (4.24) zu erhalten, ist zumchst zu zeigen, da E auf H
eine zuj(; )j3 aquivalente Halbnorm darstellt. Mit der Poincae Ungleic hung (A.2)
erhalten wir

VA VA VA VA
1 1uzdx 1 lu dx 2+l 1u2 ax @ 1 1u2 dx
3 0 X 3 0 X 3 0 XX - 3 0 XX ’
i 1R1 2 1 Ry 2
und mit (A.1) & ju<dx g . uxdx, zusammen also
Z Z
171 171
5, u?+ uZ + u2, dx 5, uZ, dx:
; 1R1 2 2 Ry 2 i i 2 2
Ebenso erhalten wir 5, uf + ug dx o Uxdx und wegen juiuyj  =2(uf + ug)
erhalten wir schlie lich
141 1
E 5 W@ ubrghorue s e 2e@ ufox
Fur < 1 folgt alsoj(u; )j3 C()E,undfar = 1 3 erhalten wir konkret

j(u; )j3 6E. Wiederum mit juiugj =2(u?+ u?) folgt die umgekehrte Richtung
E j (u; )j3fur < 1. Wenn wir (4.24) gezeigt haben, folgt dann

j(u; )i3 BE(t) BE(0)e ' 6j(u; )=ojde

und damit die Behauptung. Um nun (4.24) zu erhalten, di erenzieren wir E aus und
erhalten durch Einsetzen von (4.7) und partielle Integration

Z 1
Es= Utx (Uxx + Do x)x + UxxUxxt + x( xx + BoUix )xdX
0 7 L
= [ ( bo x)15 Upex (Uxx + B0 x)dX
X F&TZ_})]Q . tex (Uxx x)
= U =0
z 1 z 1
+ uXX utXX + tb XutXX dX + [l{i} XX ]é )%X dX
0 9 0
Z 1
= o 0
0
sowie
Z 1
Ep = Uit (Uxx + 0o xt)t + U Uiix + t( xx + Dol )rdX
OZ .
= 2 dx
0
und schlie lich
z 1
F= Utzt + Ut(uxxt + o ) dX
0
Z 1

— 2 .
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Bemerkung 4.2 Dieses Di erenzieren vonE ist formal eigentlich nicht erlaubt, d.h.
es treten Terme wie Uy ; Uik ; tx auf, die nicht existieren, solange unsere asung
(u; ) nur stetig abbildet in den Raum H. Man beachte jedoch, da in E selber
und damit in der gesuchten Abschatzung (4.24) nur wohlde nierte Terme auftreten.
Wir rechtfertigen unser Vorgehen, indem wir zurachst annehmen, da u und die
benetigte zusatzliche Glattheit besitzen, und zeigen (4.24) #r diesen Fall. Fer u
und aus dem in Satz 4.1 gegebenen Raum folgt dann (4.24) mit demablichen
Dichtheitsargument.

Aus E3 haben wir nun einen fx Term, aus E» einen t2x Term und aus E3 einen

ui Term. Die Idee ist, ebensolche negativ de niten Terme in 2, in u2, sowie in
utzx Zu erzeugen. Man beachte, da wir insbesondere den letztenefm auf Grund des
hyperbolischen Charakter der Impulsbilanz niemals direktdurch di erenzieren eines
Energieausdrucks wie z.B.E; oder auch eines Ausdrucks der Form wid-1 erhalten
kennen.
Wir beginnen mit dem 2 Term, wobei wir wieder (A.2) verwenden. Es gilt

le Z, 2 1212d @0) 1212d .

2, 7 Eotx_ éotx (4.26)
Auch in diese Abschatzung geht also wesentlich ein, da Rol dx eine Erhaltungsgm e
ist. erQNerden jedoch Abschnitt 4.3 sehen, da wir auch im nichtlinearen Fall den
Term ( +dx)? geeignet abschtzen kennen.
Als nachstq§ erzeugen Wlﬁ negatlv dgzmte Terme inu3, und uZ, . Wir bemerken
zunachst 2 dx 5 1 2dx 2 0 2 dx nach (A.1), und verwenden im wei-

0 ;
teren die aus [Sle81] entnommene Unglelchung

1* 2. x2 8> 0 8x;ix22 R (4.27)
2+ 17242 72 h72 '

Beweis der Ungleichung:  Die Aussage istaquivalent zur positiven Semide nitheit
der Matrix !

(X1 + x2)°+ x §

A~ 1 3+ 1 ;
1 1 242
und A ist positiv semide nit wegen detA = $2-2t 1 =0und a;; = 32 > 0
far > 0. 2
Wir erhalten nun
Z Z Z
1=, ., 171, ) 1712 1
= + 2dx= = + Uy )2dx = 224 TRuddx (4.28
2 0 t XX 2 0 t ( t tb tX) 2 0 3t 4% tx ( )
und
1Z 1 Z1 1
2 2 — 2 2
5. + uddx= 3, b—%bé 24 (Uxy + by x)%dx
171 bZ+1
5 3p2+1 * apzeny e
1 2 2
= + U, dX: (4.29)
4 X pg+1 ™
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Man beachte insbesondere, da wir in (4.28) die negativ de riten Terme in u? und
uZ, unabhangig von Rerzeugt haben und damit die aud= stammenden positiven bzw.
inde niten Terme ;' uZ dx und

Z, Z,

u wdx = ui+ Zdx
0 2 o
kontrollieren kennen. Insgesamt erhalten wir
Z

1711, » 2,
B a5 X + 2 Usex t 35 t
2 o9 2 b§+1 3

E g ug @) &+ Sugdx
und wegen
Z 1
2

— + u2

5 Erubcr Pr@r )ui+(+ uidc  E

wahlen wir nun 0< < ;= 3 so, da

o B4
= min b%+l’4(2+ Y 20+ ) (4.30)

maximal wird, und erhalten E- E . Mit der Gronwallschen Ungleichung erhalten
wir (4.24) und damit

j(u; )i BE(t) 6E(0)e ' 6j(u; h=oide
R
was zu zeigen war, wobei mitj xjiZ,; ji ¢ji2, ¥* 0 und & dx = 0 auch wieder
i aiin: TP O folgt. 2

Bemerkung 4.3 Es sei bemerkt, da die Wahl von in Abhangigkeit von by noch
optimiert werden kann, soda wir ein meglichst gro es erhalten, indem die negativ
de niten Terme 2, und 2 besser zur Erzeugung der anderen negativ de niten
Terme verteilt werden. Hier sollte es darum gehen, die Konsinten meglichst einfach
und damit das Vorgehen mberschaubar zu halten. Eine wichtige Beobachtung aus
(4.28), respektive bei Betrachten des zweiten Terms in der Kkammer von (4.30) ist
jedoch, da fur ly! 0, d.h. bei immer schwacher werdender thermisch{mechanischer
Kopplung, auch  immer kleiner wird, und von der Ordnung k% gegen Null geht,
womit die Konvergenz immer schlechter wird. Im Grenzfall by = 0 stellt die linea-
risierte Impulsbilanz bekanntlich einen ungedwampften rein mechanischen Schwinger
dar, und fur erhalten wir die Lineare Warmeleitungsgleichung. In der linearisierten
Stabilit atsanalyse in Unterabschnitt 4.2.1 entspricht diesem, da die Eigenwerte
in (4.20) rein imaginar werden zu | = ik

Insgesamt haben wir auf zweierlei Arten gezeigt, wie die thenisch-mechanische Kopp-
lung auch in Abwesenheit von mechanischer Dissipation dafr sorgt, da die parabo-
lische Gleichung #ir die hyperbolische #ir u mitd ampft. Im n achsten Unterabschnitt
zeigen wir noch, was im linearen thermwiskoelatischen Fall geschieht, und insbeson-
dere, warum wir in diesem UnterabschnittL. 0 gefordert haben, bevor wir auf unser
nichtlineares Problem zurickkommen.
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4.2.3 Linearisierte Thermoviskoelastizit at

Fur den viskosen Fall setzen wir nun nicht mehrL 0 voraus, jedoch der Einfachheit
halber weiterhin ¢ = agp = dp = 1, und erhalten die Gleichungen der linearisierten
Thermoviskoelastizitat zuzeiglich Randbedingungen zu

Ut = Uxx XM+ o x+ U

t xx l:b(uxt + L)
Ue(t; 0) = ue(t; 1) =0; x(t;0)= «(t;1)=0: (4.31b)

(4.31a)

Wir setzen wiederv = (v1;Vz;V3) = ( Ux; U;; ) und betrachten (4.31) als nichthomo-
gene und nichtautonome lineare Evolutionsgleichung

vi+ Av =(0; xPboh' (4.32)
auf dem BanachraumX = LZ L2 L2, wobei nun

0 1
0 @ 0
A=@ @ @ maA
0 h@ @
ein sektorieller Operator ist mit De nitionsbereich
Z,
DAY= fv2H! H3 HZ: wdx=0g;
0

denn wir erhalten bei analoger Rechnung wie in (4.16) nun fgende asymptotische
Entwicklung der Eigenwerte von A fur k!1 | siehe z.B. [Zhe95], Abschnitt 2.3,

9
1= 2+ 0(k ?) >

,= k224 T4 o 2 falls 61;

0D

3= K22+ P+ Ok P

9
1= 1+0(k ?) =

= k2?2 %1+ibok +0O(k Y  falls =1:
3= 2 ’

Ferner ist die rechte Seite von (4.32) nawrlich wieder Helder{stetig als Abbildung

von (0;1 ) nach X, und damit erhalten wir nach [Hen81], Theorem 3.2.2 zur An-
fangsbedingungvg = (vgo);vgo);véo)) 2 X die Existenz einer eindeutigen losung

v2 C([0;1);X)\ C((0;1 );D(A)\ CH(0;1 ); X)
mit der expliziten Darstellung (Variation der Konstanten)

Zt
vit)= e Alvg+ e A Df()d; (4.33)
0
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wobei wir unse At de niert denken wie in Bemerkung 4.1. Dies liefert nun zu Anfangs-
bedingungen (o;us; o) 2 H(0;1) L?(0;1) L?2(0;1) die Existenz einer eindeutigen
Lesung

u2 C((0;1 ); HZ(0; 1))\ CH((0;1 ); H3(0; 1))\ C3((0;1 ); L2(0;1));
2 C((0;1 ); HG (0; 1))\ CY((0;1 ); L?(0;1));

soda (4.31a) erfullt ist in L2(0;1) L2(0;1), und man beachte wieder die Gttung
der Anfangsbedingungen.

Wir zeigen nun, was die Energiemethode aus Abschnitt 4.2.2m viskosen Fall liefert.
Di erenzieren wir Eq; E» aus (4.23), so erhalten wir:

Zl
Eq= U (Uxx  XP+ Do x + Uk )x + Usx Uik + x( xxx + BoUik )dX
0
Zl

1 2
Utx fuxx xP+ f%) xt u b(x? 0 Uxx (Uxx  XT+ hp x) U &, dX
0

=ug =0

1 YA 1 ) Z 1
+ X XX xde+ tb x Utxx dX
0 0
z 1 Z 1
uz, + 2.dx XU g X

0
Zl %l 2

2 2 2
u txx + XX dX + utXX dX + 12
0

fur ein > 0 unter Verwendung der Youngschen Ungleichung, und weiter

Z
1
Eo=  uUg(uxX XP+bo x+ Upx)t+ UxUix + t( xx + boux + pbDedx
0
1 Zl 2
Ut (Uex + U)o Uty Ure + U & dX
Z, 0
L
+ b Ut X1 Ut + UxUnx dX+ (o + boui) o
0
VA Z,

tzx + by updx + . of tdx

ZOl Zl Zl

uz + 2dx XTugdx + P (dx
0 0
21 z 1 1 .1..

uz + 2dx+ uZ + 2dx+ 4—(§|2+ kgr2):
0 0

Zuzeglich zu den negativ de niten Terme in 2, und 2 erhalten wir also noch solche
in u2, und uZ, mit Vorfaktor , sowie positiv de nite Terme in uZ,, u3 und 2
mit Vorfaktor , den wir noch geeignet vahlen kennen. Dies bedeutet, da wir bei
der De nition von E auf das Abziehen des TermsF ; verzichten kennen, und wir

notieren zunachst (wieder in suggestiver Schreibweise, die ausdcken soll, da wir
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die zur Verfugung stehenden negativ de niten Terme geeignet verteilermeissen)

Z, Z, Z, Z,
uZ, dx 2 uZ dx 7 U x5 uZ, dx (4.34)

Beim Erzeugen eines ? Terms bekommen wir nun

Z Z Z Z
1=t , 171 2 171 1 171
= dx = dx = 2dx = ZKBI12 = 2dx
2, X 2 o ! 2 5 ! 2b% 2 5 !
R]_ . . . . H 1
da 0 dx im Fall L6 O nicht mehr konstant ist. Wir w @hlen nun = mlnfz; 29,
soda
1 Z, Z, Z,
( 2t ) 2dx 0 ( i ) ui.dx 0 ( 77 )  u2dx O
0 0 0

und gehen schlie lich beim Erzeugen eines uZ, Term folgenderma en vor: zunachst
gilt
Z, Z

1 1711
0 0
Z Z
171+ , 171 1
— — — P+ 2dx :
2§ 2t€+1 X 2 o 2t€+2(uxx X U e ) “dX

| {z }

1

Den Term 1 schatzen wir dann weiter wie folgt ab: unter Verwendung von (4.2) gilt

Z
1 o1+

AR+1) o 2+ 1

(U XDZ+ ! 1 2Ud, dx;

}

R
und aus (4.34) haben wir noch einen 01 ug dx{Term wber. Wir wahlen deshalb
1 S0, da
1 2 1+1 2 .
AR+1)2 1+2 ° 2’

setzen weiter
1 1+1

T AR+l 142

und erhalten unter nochmaliger Verwendung von (4.27) mit de Einfachheit halber
=1

1

Z, Z,

1 = ud dx 1 (ux  xP)2dx
2 9 0

Z, Z,4
1 Ui dx+ =g x%Pdx:
° |2 {z—}
:r2:3

wIinN
wIinN
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Damit folgt insgesamt

Z 1
1 1 2
E_ 0§3+Zutzx+—ut?t+§t2+§lu)z(xdx
1 1 1 1.
+ (24 R+ (Z  + — )2+ — 72
(2 4 )b‘% (9 12 ) 12 I
Setzen wir nun noch
- 21 41 3 1
so erhalten wir mittels der Gronwallschen Ungleichung
E(t) E((%)e t
t
1 1 2 1 1 ..
+ S+ )RR (S )P %2 e (U 9(s: 4.35
O GE B (G P (4.35)

Diese Abschatzung liefert uns nun zum einen im Fall. 0 wieder die exponentielle
Konvergenz vonjjujjyz + jjutjjgr + jjUnjic2 + i xjiLz +Jj tiL2 gegen Null, wobei die
auftretenden Konstanten noch in Abhangigkeit von und by und unter Verwendung
der scharferen Poincae{Ungleichungen optimiert werden kennen. Zum zweiten zeigt
(4.35), in welchem Sinne wir #ir L6 0 (und nach Reicksubstitution von u = ¢ + xl|)
u(t:x)  xI(t) erhalten, insbesondere wenn wir annehmen, dal2+ 12+ 2 sehr klein
ist, oder gpgar auf gewissen Zeitintervallentp; th) ganz verschwindet. Sehdazu wieder
a(t) == 4 (tx)dx. Dann ist nach Poincae 0( (t;x) a(t))2dx 2(t; x)dx
und damit
iut ) &) a®iiGe pr EQ;
soda insgesamt
z t
juE ) ) a)iife w1 E@Qe '+C (E+P+%e O dx:
0

Um dabei noch einmal die Bedeutung der Geschwindigkeit, mitder wir ziehen, deut-

lich zu machen, betrachten wir folgende Skalierung: es sei € 1,t:= t und

I(t) == | (t):= L(t) mit L()2 C3(R), soda Kt)= L = LqD), 1(t)= 2L%0) usw.
Sei weiter C; := maxfiL 4s)j:0 s t= g, dann wird (4.35) zu
Z t

iut ) (&) a®)iif: yr E(t) E(0)e "+CCyp 2 . € ¢ d +0(%

E@e '+ 24 0( %),
|42)

= C2
p_°
iUt ) () a®)iiwe w2 Co +e 2t E(0)+ O( ?): (4.36)

Die Idee der Abschatzung (4.35) liegt darin, auszunutzen, da die Energie derAn-

fangsbedingungen exponentielldllt, wenn wir nicht ziehen, und die beim Ziehen am

rechten Rand zugetihrte Energie geeignet zu kontrollieren, und (4.36) zeigtda dabei

die Dierenzen u(t;x) xI(t) und (t;x) a(0) linear von der Ziehgeschwindigkeit
abhangen.
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Im vorliegenden linearen Fall erscheint dies nadirlich mehr oder weniger selbstversand-
lich, und wir kennen die Entwicklung der Durchschnittstemperatur explizit angeben
Zu
Z .
a(t)= a(0)+ by LYs)ds: (4.37)
0

Interessant ist dann die Ubertragung auf den nichtlinearen Fall, sieche Satz 4.5.

Bemerkung 4.4 Alternativ zu (4.36) kennen wir auch die explizite Darstellung
(4.33) der Lesung verwenden, indem wir die Norm vone A' abschatzen germa

jie Atij(X;X)z C max(fexp( E)t):j =1;2;3, k=1;2;:::g[f exp( E,l)t)g):

Dabei ist jedoch wieder gl) = 0, und daher erhalten wir nur

Zt
ivOjix=rz 12 2 i Volix +C . iif (s)iix ds;

also (insbesonderesr jL;jtj;jij klein bzw. fur L 0) eine schvachere Abschtzung

als (4.35).

Bevor wir nun im nachsten Abschnitt zu unserem nichtlinearen Problem zusickkeh-
ren, bemerken wir noch, da wir mit der hier verwendeten Methode eine Absclatzung
wie (4.35) im nichtviskosen Fall nicht erhalten kennen, da wir far L6 0 auch im nicht-
viskosen Fall in E4 den Term z,
xtu2, dx
s 0

erhalten, dort aber keinen 01 ug, zum Ausgleichen zur Verkbigung haben, und
uns wegen des hyperbolischen Charakters der Impulsbilanzugh nicht durch Abzie-
ﬂen elnes Termster Bauart F ; von E verscha en kennen. Die weiteren Terme wie

x | Uy dx und rbo +dx machen in dieser Hinsicht keine Probleme, jedoch scheint
es so, da wir die V|skose mmpfung bemotigen, um insgesamt eine Abschtzung wie
(4.35) zu bekommen.
Da der gleiche E ekt auch im nichtlinearen Problem auftritt , werden wir uns deshalb
auch dort in Abwesenheit von viskoser ampfung auf den FallL 0 einschmnken.

4.3 Der nichtlineare nichtviskose Fall

In Abschnitt 4.1 haben wir gezeigt, da die Bedingung -(I; ) > 2 notwendig ist

fur die Stabilit at der trivialen station aren Lesung (Q ). In diesem Abschnitt zeigen

wir nun zunachst far L 0 durch EUbertragung der Methode aus Unterabschnitt 4.2.2
gleichsam die Ruckrichtung, d.h. da eine Lesung (; ) zu Anfangsbedingungen nahe
(0; ) exponentiell gegen eine triviale statiorare Lesung (Q ) konvergiert. Dabei

benetigen wir noch die zustzliche Bedingung

(I, )60 (, 160 nach (H4)) (4.38)
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des Nicht{Verschwinden der (linearisierten) thermisch{mechanischen Kopplung, siehe
Bemerkung 4.3. Die Ubertragung der Methodik aus Unterabschnitt 4.2.3 auf den

nichtlinearen viskosen Fall folgt dann in Abschnitt 4.4. Dort k ennen wir auf (4.38)

verzichten, hier notieren wir jedoch zurachst folgende De nition:

De nition 4.3  Zu der gegebenen freien Energie nennen wir die Menge
S=f(; Y2IR?: «(I; )> 2und160g
das zu (Ry) gehorige Stabilitatsgebiet der trivialen statiomaren Lesungen.

Zur Anschauung verweisen wir auf Abb.4.1. Dort ist S schra ert skizziert f wr

in der Form (2.10) mit den in (2.12) gegebenen Daten, wobei wijedoch um eine
aussagedihige Skizze zu bekommen auf den stark eberhehten Wert =200 gesetzt
haben. Der Grund ist, da wir faur @ nf(; 0) : > 0g, also kurz gesagt ér die

Hehenlinie -(I; )= 2 folgende explizite Au esung bekommen, vgl. (2.13).
p—— pP—— :
n()= yi()und ()= yz(); wobei
_ 32 93 1 21
)/1;2()—103 100 2 ( M)53 5,

Fur das ursprangliche =2 10 st @ wegen 2 2 10° 1( M),
(denn m = O(1)) graphisch nicht von den in Abb. 4.1 ebenfalls dargestdten
Kurven 13;1> zu unterscheiden. Der Punkt ist aber gerade der, da wir Stahlit at
der trivialen station aren Lesungen auch jenseits der Kurven 14;1, erhalten, die in
der ;1 {Parameterebene die Gebiete mit » < 0 bzw. mit - > 0 voneinander trennt.

0.1F } 1 j ‘:{2 / / '
0.05 F gz/ N .
. Ug;p,ﬂ' l{ S}
] L
-0.05 F 1
-0.1 1 I Jﬂv / : / lBE/fQ 0K

330 340 350 360 370 380 390 400 410

Abbildung 4.1: Die Kurven Iq;1,, I3;1%, das Stabilitatsgebiet S, stark uberheht.

Satz 4.4 (in WUbertragung von [Sle81], Theorem 5.1)Es seien(l; )2 S, L 0 und
(Uo;uz; o) in H = H3(0;1) HJ(0;1) HR(0;1) mit

JiUojiws * jiuajiw=+jj o ins
hinreichend klein. Dann konvergiert die Losung(u; ) von (Pg) zu diesen Anfangs-

daten exponentiell inH gegen eine triviale statiorare Losung(0; ) mit (I; )2 S,
d.h. es qilt eine Absclatzung

j(u; )j2 Cj(u; )=ojze 2' mit C; > O (4.39)
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Dabei ist die Halbnormj(u; )j2 de niert durch

j(u; i3 = jjuiids + jiudids + fueiids + 0 xiige + 0 i (4.40)
und @up und @ o sind gegeben durch (2.7a,b), d.h.

@uo= (@Quo+ lo; 0)x @fug
@o= O—@o L (@u+ 1 @

Wir geben zurachst eine Skizze des Beweises, in Unterabschnitt 4.3.1 ¢@n die
benotlgten Energieabschatzungen. Dabei sei durchgehend miny := min x2[0;1] Uy (t; X);

min = min,,0.q (tx) usw. Wie in Unterabschnitt 4.2.2 fehren wir eine Energie-
funktlon E(t) = E(uxxx (1);::1;  (t);:::) ein, fur die nun unter der Voraussetzung,
- [min(uy + 1);max(uy + 1] [min ; max 1 BR (1 ): (4.41)
wobei

=dist(( I; ); @)

=min fdist((l; );f(; )2 R?: «(I; )= 2 1=0g)g

Konstanten r > 0 und R > 0 existieren, soda gilt
riu; )iZ E - Riu; )i (4.42)

Um die Abschatzungen ebersichtlich zu halten, schreiben wir ferner (2.7) als

utt = aUXX + b X U XXXX (4.433.)
mit
a=a(ug+1; )= «(ux+1;); b=blux+1I; )= (ux+1; );
c=cux+I; )= (ux+1; ),  d=d(ux+1; )= X (4.44)
Bemerkung 4.5 Tatseachlich hangt z.B. b= = Y(ux + 1) bei unserer Zerlegung
(2.14) von garnicht mehrvon ab, ebensowiec= 3¢ )undd= = nichtvon "

abhangen, soda bei vielen Absclmtzungen, die wir im weiteren durchfeuhren werden,
wie z.B. vom Typ

i = ] s jithed + i Clitod + )
C C

scharfere Abschatzungen gelten, d.h. hier wegen 0 tatsachlich jbj  Cjuxj.
Wir werden dies im weiteren nicht bericksichtigen, um zu zeigen, da die Aussa-
gen hier auch #r allgemeinere gelten. Die Zerlegung (2.14) diente hauptachlich
zur Vereinfachung der Abschatzung in Lemma 3.6, allerdings werden wir einige der
Eigenschaften dieser Zerlegung in Abschnitt 4.4 wieder vevenden. Weiter liegt der
tiefere Sinn der Abkeirzungen (4.44) darin, die urspringliche Energiebilanz mit dem
richtigen, d.h. konkret mit = , zu testen, oder anders gesagt die durch geteilte
Energiebilanz zu betrachten. Dabei werden dann dig Koe zienten\ = cund
= d durch geteilt und anschlie end geeignet abgesadhitzt, und dann z.B. 4 als
der ,wichtige Term\ partiell integriert. Dies wird im n achsten Abschnitt klarer.
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Im Zentrum unserer a-priori Abschatzungen steht nun zumchst folgendeWUberlegung:
Es seijjuojog + jjuljog +1ii o Ojoﬁ ~. Da (nach Satz 3.8 und wegerl- 0)
u2 C([0;1 );H3(0; 1))\ CX([0;1 );HZ(0;1))\ C*([0;1 ); H(0;1);
2 C([0;1 );HR (0; 1))\ CH([0;1 ); HY(0; 1));
existiert eine Zeit t1, so da
Tu®iips + jjue®iins +ii (1) o)iins 278t 2 [0;ty];

(dies folgt bereits aus dem entsprechenden lokalen Existesatz). Nach Sobolev er-
halten wir daraus fer ein = C™ die Abschatzungen

JUx: U3 fUhooc J5 1 @UJ; jUd; JUncJs JUboc 5 JUt T3 xdsd xcdi o] (4.45)
8t 2 [0;t;] 8x 2 [0;1]. Die punktweise a-priori Beschmnktheit dieser Terme spielt

eine zentrale Rolle im Beweis von Satz 4.4. Wegerl;( ) 2 S kennen wir dabei weiter
so klein wahlen (eigentlich wahlen wir stets 7), da fur alle t 2 [0;t4] gilt

2
[min(ux + 1);max(ux + )]  [min ; max ] B|=R3(I; )
Damit erhalten wir auf 0 t t; Schranken

2<ag a a O0<byjbh I

O0<cp € ¢ O0<do d di: (4.46)
Unter den Voraussetzungen (4.45) und (4.46) gelte nun mit giem > 0
E(t) E (1); (4.47)
was wir im nachsten Unterabschnitt zeigen werden. Mit Gronwall folgt dann
E(t) E()e ': (4.48)

Dies gilt also beiuns bis jetzt ir 0 t t1. Weiter gilt jedoch noch (4.42) und damit
ri(u; )e=uj3 E(t1) E(@©) '* RjU; )ojse

. . R, .
R e (I

Gilt nun

: . r

(U =05 me't =4
so folgt j(u; )i=t,j3 . Dabei wollen wir weiter annehmen, da in (4.45) so klein
war, da gilt jj (t;) jj1 =3fur0 t t;. Damit kennen wir obiges Argument

fortsetzen auf 0 t 2t; und erhalten
. . R. .
(U Ne=ti+ I3 Tl Yojoe 1t )= e fur 0 ty

Nach gegebenenfalls nochmaliger Verkleinerung von in (4.45) kennen wir weiter
i) =3 auf0 t ty, annehmen und damitauf 0 t t3 fortsetzen.
Wegen der bei dieser Konstruktion folgenden exponentielle gleichma igen Konver-
genz von ; gegen 0 brauchen wir dabei irgendwann nicht mehr verkleinern, um auf
0 t 1 fortzusetzen.
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Bemerkung 4.6 Die Schwierigkeit bei dem skizzierten Beweis liegt darin, leim ex-
ponentiellen Abfall von ; die Konvergenz von in einer hinreichend kleinenKugel um

zu sichern, um damit fur alle Zeiten (4.46) sowie (4.42) mit festemr zu erfullen. Fer
(ux+1; )! @nfl=0ggeht 2 apunddamitauchr gegen Null. Falls wir irgend-
wo einmal @ erreichen, bricht die gesamte Argumentation zusammen. Augliesem
Grund mussen wir die sehr glatten (klassischen) asungen aus Satz 3.8 betrachten,
um insbesondere ¢ gleichme ig kontrgllieren zu k ennen.
Wieder mit a(t)= 4 (tx)dxund J( (6x)  a(t)2dx o 2dx kennen wir die
Aussage von Satz 4.4 auch schreiben als

r__

iu ) ) a®iius we e 2t ?J'J'(Uoi o a(0)iins we
undj o) jTPo
Dabei ist die Grenztemperatur  eindeutig bestimmt durch
EO@;0; )= Eo= EV(@uo+ liug; );

denn fur alle ("; ) gilt
Z,
D EO(0 )= (*; )dx> 0 nach (H3): (4.49)
0

Hierauf werden wir in Kapitel 6 noch einmal zureckkommen. E

4.3.1 Energieabsch atzungen h eherer Ordnung, nichtlinear

Wir f whren folgende Energiefunktionale ein

Rl
Ex(t)= 5 o U + aude + c &+ (Guy)’dx

R ) (4.50)
Ea()= 3 o(@u)?+ a(@u)®+ ¢ 3y + (Qu)? dx
Weiter benetigen wir die Hilfsfunktionale
R R
Fi(t) = 01 Ut Uit dX und Fo(t) = 01 @u@udx; (4.51)

und setzen
E=Ei1+Ex (F1+ F);

fur ein noch zu bestimmendes > 0. In diesem Abschnitt setzen wir nun stets (4.41)
und damit (4.45) und (4.46) voraus. Zunechst ist die Aquivalenz von E zu j(u; )j3

zu zeigen. Wir zeigenrj(u; )j3 E fur einr> 0, die andere Richtung ist trivial. Als

Abkerzung benutzen wir

=g+ 2 (4.52)
Nach Voraussetzung gilt > 0, und damit existiert ein 2 (0;1), soda gilt

1= 2> 0
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Betrachten wir zunachst den zweiten und den vierten Term inE», so gilt

Z, Z, Z,
au>2<xxx dx ag u>2<xxx dx = ( 2) u>2<xxx dx
0 2 0
1
=( 2.2 ) ? ) Ul AX: (4.53)
Nach Poincae gilt  ; Ugyuxx dX o Usxxx dX und damit
£1 2 2Z ! 2 £1 2
uXXXXX dX (1 ) 0 uXXXX dX + 0 uXXXXX dX’ (454)

und zusammen erhalten wir aus (4.53) und (4.54)

Z, Z, Z, Z,
a(@u)?dx + (@u)?dx f 23 (@u)?dx + (@u)?dx:
0 0 —{z—1} o iz} o
1>0 >0
Analog verfahren wir in E1 und erhalten
Z, Z, Z,
auZ, + Uz, dx 1 Ui dx+ uZ. dx;

0 0 0

R
wobei wir aus E; sogar noch ein 01 U dx mberhaben. Weiter gilt
VA 1 VA 1
JEr saddx e G (4.55)

Als nachstes sind die zwar irj(u; )j5 jedochuberhaupt nicht in E;+ E, auftauchenden
Terme

2,002,002 2 202 .2, 2. 2 2
u ’ux1uxx1uxxx1ut’utx’utt’ X1 XX und t

abzuschatzen. Dies ist bei den ersten neun einfach gem Poincae zu

821 (A1) 621 ) (A:2) 421 )
1 u<dx 1 uy dx 1 Uy, dX
0 0 0
(A1) 2Z 1 ) (A:2) Z 5
1 Usixx dx 1 Ui dx;
0 0
oder kurz
zZ, zZ,
1 2 2 2 2 2 2
7 U™+ Uy + Uiy + Usxx + Usxx dx 1 Uxxxx dx
0 0
und analog
1 21 2 2 2 ‘1 2 1Z ! 2 2 1 2
5 U + Uf + Ug, dX 1 Ufy dX; > Ui + Ug, dx Ugey OX;
0 7 0 3 0
o ta, 2 L,
E 0 X + XX + XXX dx Co 0 XXX dx:
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R
Betre 01 2dx bekommen wir jedoch nur

Z, Z, Z,
2dx (dx 2+ 2 dx:
0 0 0
. . Rl _ . . . . R1 2
Im linearen Fall galt dabei , (dx =0, vgl (4.10), hier zeigen wir, da wir  ; (dx
nach oben durchC(E1 + E,) abschatzen kennen. Es gilt
Z 2 Z 1 2
dx = E(d xx T Dl )dx
0 0
1 Z 1 2
= g % + put dXC ZdCX x T Q(C b(;( Uth
S Sy ol 1)
=0 ii € ii €
Z 2 Z 4
C i xj+ jugjdx C 2+ uldx; (4.56)
0 0
denn mit (4.41), (4.45) und nach De nition von a;b;cund d gilt
i e (Ut Nited 1 (Upt T N
LURNIAC Cal 1 v A G A Y7,
C C
i Uy 1 )it + | TN 457
jod Ty (gt B ey (et b Ny (57

c C

analog mit jdyj, und nach Voraussetzung (4.46) sind auclb; cund d selbst beschankt.
Mit (4.56) folgt nun rj(u; )j Eji+ Ezfereinr> 0, und die berpjigte Abschatzung
riu; )i3 R E folgt dann fur hinreichend Klein mittels jF1j 5 01 ug + ug, dx und
jFZj 2 01 u>2<xx + u%(xx dx.
Die Philosophie bei der Wahl vonE ist, beim Di erenzieren von E1; E» nun negativ
de nite Terme in  2,; 2.4 erhalten, und ansonsten nur Terme mit Ableitungen von
a; b; cund d. Die letzteren werden wir ahnlich wie in (4.57) abschatzen, und die erste-
ren zum Erzeugen weiterer negativ de niter quadratischer Terme verwenden. Weiter
benetigen wir noch negativ de nite Terme in uZ, und uZ,, , die wir aus F3 und F»
erhalten. Generell setzen wir beim Ableiten vonE wieder voraus, da u; und so
glatt sind, da alle auftretenden Terme existieren. Die Aussage folgt dann #ir u; und
so glatt wie in Satz 3.8 gegeben wieder mit demeblichen Dichtheitsargument. Man
beachte, da alle in E selber auftretenden Terme wohlde niert sind. Wesentlich ist
weiter, da alle geraden Ableitungen vonu; u;; ug; ::: und alle ungeraden Ableitungen
von ; ¢;:::in x =0 und x =1 verschwinden, und wir deshalb bei den von uns nun
durchgefuhrten partiellen Integrationen keine Randterme erhalten. Wir beginnen mit

Z,

1 5 1 5
Eq= Uttx Utix + 58t Uixx + QUixx Uttxx + 50 i +Cix tx T U o Uk dX; (4.58)
0
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und betrachten die Terme einzeln wie folgt: Unter Verwendurg von (4.43a) gilt
Z, Z,
Uttx Utitx OX = Utk (AUxx + b x U xox )tx dX
v
= Uiy (B UxX + atUyxxx + (au
0 ttx( tx Ux T Uxxx (1_{?(_))}

0

1

+b£x x+b£xx+h<tx+P_{tZZ} |Q;';J})dx
2 3

Durch zweimalige partielle Integration kerzt sich nun ug, 3 gegen den letzten Term
in (4.58), denn
Z, Z, Z,

U 3dx = U x @uidx
0 0

[Utex 1»13{)2(1}] + o Uttxx Utoxx dX
=0 Z .

[P%X} Utxx | 0 Uttxxx U 0X

Ferner kennen wir den unerweinschten dritten Term auwy Uixx iN (4.58) mit nicht
abgelittenem Koe zienten a durch partielle Integration des Produkts ausuyy und 1
eliminieren, denn

Z, Z, z

1
. Uy 1dx = , Utk (autxx)xdx=[unxaﬂ§] , Pﬂ ?ui)} dx

soda sich 4 gegen den dritten Term in (4.58) keirzt. Wir bauen nun den vorletzten
Term in (4.58) um: Zunachst gilt

Cix ttx =(C t)ix Igs) tx(Cx t+ C tx + Cx |{i});
5

wobei wir spater den ansonsten nirgendwo mehr auftauchenden Term gema

d b e
tt =(E w + Eutx)t Jl(ij{—é@_tfl ]+ ﬁzcgj pox )+ |(_b{—éo_tg1utx1+ ﬁzcgjum

ersetzen lennen, und dann die kritischen TermeCj wx j und Cjuyy j unter Verwendung
desc, wieder zu

Z, Z, Z, Z,

C  jodi sxjdx C 2.dxund C  jojjugcjox C uZ, dx
0 0 0 0

abschatzen kennen. Weiter gilt nun

(C t)tx =0 xx t Ot xxx +(Id_{f<_)§+btxutx + B Uixx +(Ili'~t‘?<_)§1
6 7
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und mit partieller Integration erhalten wir

Zl Zl
5 6dx= d 2 dx;
0 X [l{_fo} txx] 0 P-{E‘-’} X
= 8
Zl Zl
5 7dx = b dax:
o X [|{i(;} Ukt | o _b(ZU£>} X
= 9

Der Term 9 kerzt sich nun gegenebergebliebenen unerwinschten Termugy 2, und
der Term 8 ist der geweinschte negativ de nite quadratische Term in 2, . Zusammen
erhalten wir

1
2 2
+ Eatutxx Ect x O ot t Ot ottt O tx oxx 0t tx xox

2 .
+ by U + B xUnx d 5y dX;

9
1
Es = At Uxx Uttx + @rUgy Uxxx + Dix Uty x + BUix xx + BeUix 1
0
und mit analoger Rechnung

(4.59)

z 1
Ey = i @a@u@u; + 3@a@u@u; +2a,du@u, + @b@ @u;
+3@b@ @ui +5@0@ @+ 3a(Qu) + 55(@ )?
@c:@ 3@c@:@ 3@c@ @ + gdg@ @
+3@d(@ )2+2@d@ @3 + @b@ut@ d(@ )2 dx: '

Der Vollstandigkeit halber skizzieren wir noch eimal die Rechnung bekEs. Es gilt

Z,
Es = Uixxx  QUxx + D x @QU XX
01 L (4.60)
+ Eat(@u)2+ a@udu; + G wx T C@ @ ¢+ @u@uidx
mit
(AU + by @fU)xxx = Bxxx Usx + 3axx Uxux + 3ax@u + a@u (4.61)
+ B x 3B xx +3Db xxx+b@ @ZU '
und
C@ @ t = (C t)xxx XXX XXX (Cxxx t +3Cxx tx +3Cx txx) (4-62)

mit wiederum
(€ xxx =(d xx + DU )xxx
=0Oxx xx +30xx xxx +3dx@ + d@ (4.63)
+ Boo U + 3bx U + 3 @y + b@uy:
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Bei partieller Integration in (4.60) fallen wieder die Randterme raus, und wir erhal-
ten die Darstellung von E» in (4.59). Als Beispiel dazu betrachten wir die partielle
Integration des vierten Terms d@ auf der rechten Seite von (4.63) mit dem zweiten
Faktor s« des ersten Terms auf der rechten Seite von (4.62), und erhadh

Z Z

1@d@§dx:[@dﬁg; Ik l@dx@ + d(@ )%dx: (4.64)
0 =0} 0

Der erste Term der rechten Seite von (4.64) ergibt zusammen indem Produkt aus
dem zweiten Faktor des ersten Terms der rechten Seite von (82) und dem dritten
Term der rechten Seite von (4.63) den Term 2@ @ in Es. Der Term  d(@ ) ist
schlie lich wieder der, den wir erhalten wollten, und nach Voraussetzung O<do d
und Poincae gilt

‘ ! 2 dO ‘ ! 2 2
d XX dx ? XX + tx dX;
0 4
‘ ! 2 dO ! 2 2 2 2
0 d XXXX dx ? 0 wox T oo b o t de:

Analog zu (4.59) erhalten wir
Z,
- 2 2 2
= Uttx (@Ut) AUjy + DU tx + AxtUxx Utk + 8t Uyxx Uty
0

+ Dy xUx + B xx U + B U dX;

N
=
I NRRXRIXXAAIARIARY, ©

Fa = ut2><xx + (@U)Z + au>2<xxx b@ C@EU @a@u@u (4.65)

3@a(@u)® 2@adu@u @h@ @ 3@b@ Gu
3@b@ @u dx; ’

und dabei gilt wiederum
Z, Z, Z,

2 2 2 2 .
(@U) + AUyxx dx 1 0 Uxxxx dx 0 Uxxxxx dx:

Bemerkung 4.7 Im Unterschied zu Unterabschnitt 4.2.2 bekommen wir also wgen
des Grenz achenterms bereits ausk, negativ de nite Terme in Uz, und U2, ,
soda wir nur noch einen solchen inuZ,, erzeugen nussen, d.h. der zu (4.29) analoge
Schritt fallt nun weg.

Wir notieren noch

2 2
Ugy, + Ugdx

z 1
2 . 2 2 2 .
1 0 Usixxx dx; E 1 0 Usooxx T U 1 Uiy dx;
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und erhalten damit in
E = (rechte Seiten von (4:59))  (rechte Seiten von (465))

negativ de nite Terme

oo dop doo  doo  do,. doo
2tXX’ 2tX’ 2XXXX’ 2XXX’ 2XX’ 2X

aus (4.59) und

2 . 2. 2. 1.2 . 1.2 . 1.2
2uttx ' Eutt’ (@U) , 7uxxxx , 7uxxx , 7uxx
aus (4.65). Als machstes erzeugen wir einen negativ de niten Term in 2 mittels
Z, Z, 2 Z,

do 2 do do 24y
4 4 tx dx 4, pdx 7, £dx;
und bemerken, da nach (4.56) gilt
d Z, 2 Z,
= rdx C 2+ uldx:
4 o 0

Jetzt verwenden wir wieder die ®ir uns wesentliche Beobachtung aus [Sle81], da wir

aus 2, und 2, mittels der Ungleichung (4.27) einen negativ de niten Term

Uz, €rzeugen lennen, d.h. wir fuhren eine zu (4.28) analoge Rechnung durch. Dazu
berechnen wir zurachst unter Verwendung der Energiebilanz (4.43b)

dyxx =(Ct Dux)x O xx = C t+ Ctx bUyx Dbl dyx xx
; dyox TC0x t+2C tx ¥ Cox  BoUix  20Upx Bl Oxx xx Ox xxx

1
; )%xxx = 2 (Cox  Dlyxx )2 + R1;

wobei

- 2 2 2
Ri1 _Cix £ +2Cx tCx tx T OxX tC txx + + dy

nur aus Summanden besteht, die in mindestens einem Faktor eé einfache oder dop-
pelte Ableitung von b;coderd nach X enthalten. Es gilt nun

do z 1 do 1 d? d
Z tZXX +(@ )de 4d2 Czlcz XX +(C tXx butxxx )2 R1dX
1 -0
Z
H% 0 12+ lC% txx 2+2 lt%utxxx RldX

wobei wir (4.27) mit 1 = d?=¢ > 0 benutzt haben, und genau an dieser Stelle
benetigen wir 0 <bgy j b <bi und darum | 6 0 in De nition von S. Wir setzen

do _ dolp |
FERCCEr)

2= 4—dZZL2+2 1
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und mit Poincae bekommen wir wieder
z 1 z 1
2
o U2, dx - U2y + U2, + U2 + uZdx:
0 0
Man beachte dabei, da » nicht von abhangt, und da wir damit insbesondere die
aus 3 und E» stammenden inE- positiv de nit auftretenden Terme
Z 1
( +1)Ufex *+ aUR dx
0
kontrollieren kennen.
Als nachstes scltzen wir die jeweils vierten Summanden aud=; und E», in denenb

ohne Ableitung auftritt, wie folgt ab. Zun achst gilt

Zl dzl Zl
7 udx 2 fadx+ | by pocdy]
0 0 0
z z
2, b2 71, do, bf "1,
IR L T R
0 Z 421
2 2 0 2
— ugdx — dx
8 0 X 8 0 XX

fur  hinreichend klein. Die Abschatzung des vierten Terms inE» bedarf etwas Auf-
merksamkeit, da wir einen ug,, Term nur mit Vorfaktor  zur Verfugung haben, es
gilt jedoch nach Young

4 u>2<xx dx 7 )%xxx dx + j B sxxx Uxxx dX]
0 0 0
1 2 Z 1 2 do b% Z 1 2
T+ bl Ouxxde+ Z+4_ xxxxdx
1 Z 1
1 2 do 2 .
? Uxxx dx § XXXX dx; (4-66)
0
wenn wir zuerst so wahlen, da 2 1=8, und dann so, da b%=(4 ) do=8.

Es bleiben die Terme au€_und R1 mit abgelittenen ,,Koe zienten\ wie ay; axx; axxx
a;, a; hy;::: abzuschatzen. Die einfachen Ableitungen wieay;a;; by;::: haben wir
bereits in (4.57) abgeschtzt gema (noch einmal als Beispiel)

jag = g (Ux +5)] ] U+l Juej+j - (ux+ ) C
und damit folgt (wieder als Beispiel)
. o1
jarUg Uy j EC (U2 + u2):

Die gleiche Technik k®nnen wir auch fur alle Terme mit zweifach nachx abgelittenen
Koe zienten verwenden wie z.B.

. P 2 2 .
Jaxx] =] mUgy + mUxxx +2 0 Uy x + x T xxJ

R T ERR R

2
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Terme mit Koe zienten mit gemischter zweiter Ableitung wie etwa den ersten inEs
schatzen wir wie folgt ab:

Jax Uxx Uty | = J(@ U xx Uyt + @@ xUtx + @ U txx

+@@Uxx t+@@ x tt @@ |{£})Uxxuttxj

- L : 2 2, 2 .
C (JuxUix ]+ ] wUix]) ©C Uy + ug + tx+uttx .

Zu beachten ist hierbei, da der unterklammerte Term 1 als einziger innerhalb der
Klammer nicht nach (4.45) durch beschmnkt ist, und deshalb gegen den in (4.45)
enthaltenen Term juyyj .getauscht\ werden mu te.

Analog verfahren wir Termen mit dreifach nach x di erenzierten Koe zienten, z.B.

Axxx :@U ix +3@ U>2<x X +3@ U xx Uxxx +3@@ U xx )%"'3@ Uxx  xx
+3@ Uxxx x+3@ "X XX + @ " 3"’ ““@U"' "OXXX -
Der letzte Term ist nicht punktweise beschmnkt, aber wir kennenj « yx, @u@uyj
als Teil von @a@u@u;, also des ersten Summanden vorEp, abschatzen durch

i wx@u@uyj C j@ @uyj, da ebenjuyj nach (4.45). Insgesamt erhalten

wir nun
Z,

2 2 2 2 2 2 2
E C Uxx + uxxx Uxxxx T Uix + Ui + Upxx + Uit + Uiy

2 2
Ui + Ugy dX

1 1
2 2
0 Uxx + uxxx Uxxxx dx 0 (@U) dx

fur ein > 0 bei geeigneter Wahl von , was zu zeigen war. 2

Bemerkung 4.8 In [Sle81] wird das System (4.43) ohne die Regularisierunguich
die Grenz achenenergie ( = 0), mit in einer Umgebung von " = 0; = 0in "
konvexen freien Energie betrachtet, d.h. insgesamt mit dersinngerma (4.46) entspre-
chenden Voraussetzungen

O<ap a= «(ux; )<az; 0<bo j b <by;

4.67
0<cg € ¢ 0<dg d di; (4.67)
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wobei die Dierenz zu einer Referenztemperatur bezeichnet, und dr Warme u
von und 4 abhangen kann. Als Randbedingungen betrachtet Slemrod zum e#&n
Uy =0; =0in x =0;1 sowie zum zweiten

u=0; x=0 inx=0und x=1: (4.68)

Fur beide Falle wird dann ein im Vergleich zu unseremk eher komplizierteres Ener-
giefunktional benutzt, um fer hinreichend kleine Anfangsbedingungen

o2 H3(0;1); ui1 2 H?0;1) und o2 H*0;1)

mittels des Banachschen Fixpunktsatz nach Betrachten desmsprechenden linearen
Hilfsproblems (vgl. Abschnitt 3.4) zuneachst die Existenz lokaler glatter Lesungen zu
beweisen. Das entsprechendg wird dann weiter verwendet, um die globale Existenz
der Lesungen, sowie ¥r die Randbedingungen (4.68) die gleichraige Konvergenz
von

U; Ut; Uy Ut s U Uk s 15 x5 xx ! 0

zu beweisen (Theorem 5.1). Aus dem Beweis dieses Satzes itefa] haben wir nun

neben den Bezeichnungerg;b; c;dund der mehrfach ervahnten zentralen Idee, die
thermisch{mechanische Kopplung zu verwenden, um aus den Tenen 2, usw. der

thermischen Dissipation negativ de nite Terme in u3,, zu erzeugen, weitere Tech-
niken, {wie z.B. das Abschatzen der abgeleiteten Koe zienten wie jayj, jaxxj USW.

durch C von Slemrod ebernommen.

Zum Schlu bemerken wir noch, da es auch bei Slemrod wesenith ist, hinreichend

glatte Lesungen zu betrachten, und deshalb hinreichend glatte Anfagsbedingungen
und auch ein hinreichend glattes vorauszusetzen, damit insbesondere (4.67) stets
erfullt ist.

Wenn wir bei uns (4.46) global voraussetzen wrden, so kennten wir die gleiche

Rechnung auch #r das z.B. eine Ableitungsordnung schwchere Energiefunktional

E=Ei+ E> (F1+ F2) mit

R
1
Ei(t)= 3 Juf +aud +c 2+ (unx)?dx
— 1R1 2 2 2 2
EZ(t) = 5 o Uixx t AUy +C i t (UXXXX) dx

und

R
Fi(t) = 01 Uiug dx  sowie Fo(t) = 01 Uy Uty OX;

durchfehren. Da wir dabei jedoch die Kontrolle uber jj ¢jj1 Vverlieren, ist dies nicht
meglich, wenn (4.46) nur gilt, solange

[Min(uyx + I);max(ux + 1)] [min ;max ] S ;

vgl. Bemerkung 4.6.
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4.4 Der nichtlineare viskose Fall

Satz 4.5 Es seil 2 C3([0;1)) mit (I(0); )2 S, wobei nunS:= f(I; )2 R R, :

o(l; ) > 2g. Ferner seienjlj und jjuojjys+jjusjjys+ii o Jine hinreichend klein.
Es sei weiter (u; ) die zugelrige Lesung von (P), sowie := di&t(( [(0); ); @).
Schlie lich seien E1; E» und F» de niert wie in (4.50) und 4(t) := 01 (t; x)dx.
Dann gibt es eine ZeitT > 0, soda fur 0 t T gilt:

dist((min(uyx + 1);max(ux + )]  [min ; max ];@% =2 (4.69)

und es existiert ein > 0,soda auf0 t T fur E ;= E;1+ E», F ferner die
Ungleichung

iU ); () a)iifs ws  E+ 103 (4.70)
mit einem r > 0 gilt, sowie die Abschtzung
YA t
E(t) E@e '+C (2+1+7%e ¢ )g (4.71)
0

fur ein > 0, und damit insgesamt
fut s () a®)iids e ,
t
r} EQe '+C (B+P+7%e C)d +1)? : (4.72)
0

Im Falle L 0 kennen wir dabei die Anfangsbedingungen so kleinaklen, da T =1
gilt, und j(u; )j3, de niert wie in (4.40), exponentiell gegen Null konvergiet.

Bemerkung 4.9 Diese vorsichtige Formulierung der zu (4.35) analogen Ausge
(4.71) haben wir gewahlt, da die Abschatzung (4.71) voraussetzt, da (4.69) gilt. Auf
der anderen Seite folgt (4.69) aus (4.71) falls wir hinreicend langsam ziehen, und
mit | innerhalb ,,geeigneter Bereiche\ bleiben. Das Problem ist jedoch, da @ geeig-
neten Bereiche #r | (soda (4.69) gilt) au er von min uy; maxuy (von diesen wissen
wir direkt aus (4.71), da sie fallen bzw. klein bleiben) auch von [min (t); max ()]
abhangen, und wir diese deshalb nicht a{priori festlegen knnen. Durch (4.71) kennen
wir jedoch jj ¢jj1 und damit auch [min (t); max (t)] geeignet kontrollieren.
Benutzen wir schlie lich wieder wie in Abschnitt 4.2.3 die Reskalierungl(t) = | (t) =
L(t),undseiT;da T aus Satz 4.5ér =1, sowird (4.72) zu

P
ju ) )  a®jus w2 Co +e z EQ0)+ O(?)

fur0 t T := Ty=, wobei wiederC3 := CmaxfiL {s)j:0 s T g. Oen bleibt
die Frage, wie nun 5 :[0;T ]J! IR in Abhangigkeitvonl :[0;T ]! IR charakterisiert
werden kann. Wir vermuten, da dies in etwa analog zu (4.37) meglich ist, und zwar

in der Form Z .

a(t) = a(0)+ C LYs)ds+ O( ?):
0

Der Term O( 2) erklart sich (in unserer Vermutung) daraus, da im nichtlinearen
Systemjede Bewegung des Drahtes mit der Geschwindigkeit auf Grund der viskosen
Dampfung zu einer Erwarmung in der Gre enordnung 2 fehrt, unabheangig davon,
ob wir am rechten Rand ziehen oder ducken.
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Beweis von Satz 4.5. Die erste Aussage, da einT > 0 existiert, soda (4.69) gilt
far O t T, ist klar aus dem lokalen Existenzsatz 3.4. AufO0 t T erhalten wir
dann wieder die Schranken (4.46).

Nachdem wir dann (4.71) gezeigt haben, ist die Aussagedf L 0 am Schlu von
Satz 4.5 ist vollkommen analog zu Satz 4.4, da wir die analog&quivalenz von E und
j(u; )j3 bekommen. Far L6 0 sind jedochE und j(u; )j3 nicht mehr aquivalent, und
wir zeigen zurachst (4.70). Hier gilt

z 1 YA 1

? i 12
u)2(XXX dx = 0 Uxxxx T X— 2 ZX_UXXXX X2—2dX
| —{z—}
=0 auf Rand 7
1 L ? 1 1 r2 r2
2 (@U + _)zdx + u>2<xxx dx + 4 2 + 32
z° z. 0
171t 1
2 (@u)zdx + u)2(xxx dx + C( )r2
0 0

und deshalb mit den gleichen Bezeichnungen wie in (4.52), 6 = ag+ 2,
Z,
(@u)z + al"I)Z(XXX dX
Z, Z,
a ) (Qu)?dx + (@U)dew
0 0

Z,

f 2 2 U2, OX + 1(@u)2dx C()I? (4.73)
{z 0 0

= 1

T ) Y U

=ap

mit ; > O fur ein geeignetes 2 (0;1) und hinreichend klein. Die niedrigeren

Ableitungen von u kennen wir dann wieder unmittelbar nach Poincae abschatzen zu

Z . Z . Z ) Z . A
oy (A'l)i oy (A'Z)i o (A'l)i - (A'Z)i 1

dx uZdx uZ, dx u2,, dx U2, dx;
0 Z 0 * o ® 0 8 o

da wir dabei die richtigen Randbedingungen haben, und (4.70folgt dann mit

Z,4 5 (A2) 1 Z )
( (t;x)  a(t)<dx — wdx und

0 0

Z, % Z,

c )%xx dx E )%xx + )%x + )%dXZ
0

Man beachte, da wir auf diese Weise auch wiedeljj jj1 durch E kontrollieren
kennen. Zum Beweis von (4.71) schatzen wir schlie lich das Funktional E ahnlich
wie in Unterabschnitt 4.3.1 ab, wobei wir die am linearen Fal in Unterabschnitt 4.2.3
vorgestellten Anderungen durch die viskose impfung und wie in (4.73) die vemnder-
ten Randbedingungen beecksichtigen. Zustzlich zu den Abkerrzungen (4.44) setzen
wir noch g= g( ) = -, kennen dabei O<gg<g<gj,auf0 t T voraussetzen,

und schreiben das nichtlineare viskoelastische System als

Ut = @uxx + by Usox  XPT+ Upx (4.74a)
d o + (U + D+ gluy + h*: (4.74b)

Ct
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Man beachte, da wir uberall die Argumente (ux + I; ) (bei aund b) bzw. nur (bei
b; cund g) von a; b; ¢; dund g weglassen, und z.Bb(u + L) eine Multiplikation meint.
Die Anfangsbedingungen seien wieder so klein, daeir 0 t T nach Sobolev gilt

JUxJ; JUxx ] JUxx J3 J @] JULT; U 5 J U 33 §UR T T xB ] sxxdi] (4.75)

mit einem noch zu bestimmenden > 0. Beim Ausdi erenzieren von E beginnen wir
mit E; und erhalten

Z
1
Ey= v Tau, + N + @u@uydx; (4.76
1 = Uttx Utttx ZatUtxx QUtxx Uttxx 20t tx T Cix tx @, ut@uy dx; (4.76)
0
wobei nun
Z, Z,
Uttx Utk dX = Uik (BUxx + b U xxxx XP+ U ey )ix

0 0
Zl

= Uitk 8tx Uxx T QtUxxx + (Iau ))}
0 — —
1

thy x+ b ot bt P{%} f@fut{; X'In))}+ ‘J_t?%é} dx:
2

3 4

Dann gilt weiter

Z, Z,
Uty 3dX = [Upx F U xxxy. T X | ?](% + Utixx (U oxx + X 1) dX
0 _5 0
) z 1 Z 1
= [‘J{téX} U txxx ]% U tixxx Ueex dX Uttxx X | dX (4.77)
a
z 1 Z 1
Utk 40X =[Utx U tixx ](1) Ut2b<x dx
0 0
und
z 1 Z 1
Ug  1dx :[aﬂ%} Uty I3 AUk Uty X (4.78)
0 =5 0

Dabei keirzt sich der letzte Term in (4.78) gegen den dritten in (4.7 und der vorletzte
Term in (4.77) gegen den letzten in (4.76), wodurch wir schoreinmal zwei der Terme
mit nicht abgelittenen Koe zienten los sind. Terme von der B auart wie a werden
wir dann im weiteren stets nach Young abscltzen zu
Z 1 z 1
» 1.
Ut X | dX Uy dX + — 15 (4.79)
0 0 8
und am Schlu geeignet wahlen. Dies ist dabei die Stelle, an der wirér L6 O
mit Iger hier verwendeten Methode im nichtviskosen Fall schéern, da wir dort kein
o U3, dx zur Verfugung haben.
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Weiter ist zu beachten, da fer die nach x abgelittenen Koe zienten wie in Unterab-
schnitt 4.3.1 weiterhin gilt jaxj ] =jjuxxj*+ ] »j xi C (mitdem aus (4.75)),
ebensojbj C usw., und auchjaskj C usw., jedoch nicht fer die Ableitungen
von a; b; c;d;gnacht. Fur diese erhalten wir

ja § ittt B 0T gl ] g GO+
Cc Cc C

ibjj jlusg+ iy CC + b
icj 0C)id Ciidij —iid Ciigi i =iid C;

wobei wir also fur jc;j die Zerlegung (2.14) bescksichtigen, und es gt sich gut, da

nur beim Abschatzen von ja;j und jkyj die zusatzlichen Terme CLbzw. Ct auftreten,
denna; und by stehen stets vor Termen Wil , Uxxx » x USW., die in (4.75) enthalten
sind. Deshalb kennen wir dann z.B. den zweiten Term in (4.76) abschtzen zu

Z, Z, Z,

5, aguZ, dx 3, Cu, + CJI.J.jll:I{?ﬂjutxxjdX C i uZ, + jli%dx:

R
Terme wie 01 %ct x dx kennten wir jedoch nicht so abschatzen, wenn nicht ohnehin

jccj C gelten weirde. Entsprechendes gilt #ir die hoheren Ableitungen vona; b; c; d
und g, bzw. fur die dahinterstehenden Terme, soda wir von nun an kein besnderes
Augenmerk mehr auf die Terme mit abgelittenen Koe zienten | egen werden. Nach
diesen Vorbemerkungen fahren wir nun fort mit

Ciwx ttx =(C t)ix I x(Cx t+ G tx + Cx t);
5

(Ct)ix =dix xx + Ot xxx +(Id_{>2<_)§+btx(ub< + D+ bup +(qutt>¥ + 1))

Z

6 7

+ O (U + D2+ 20 (Ui + Dl + (29U + W uex + M)y
8

und mit partieller Integration folgt
Z, Z

1
i 5 6dx=[|{_%}dtxx]é . d 2, dx;

Z 1 Z 1
— 1 .
5 7dx=[ |{20} Buwx + Nlo o Ptxx (\\Jitx + '? dx:
= b

0

Damit erhalten wir zum einen wieder den negativ de niten Termin 2, , und addieren
wir b zu 2, so bleibt
z 1 z 1

1
o dXx by 2. dx + —12 (4.80)
0 0 4
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eibrig. Schlie lich gilt noch
Z, Z,
. ° 8AX =[5y (20(Unc + D(Unc + MG , ™ (29(utx + D(uwx + 1)) dx;
=0

und wir schatzen die ausmultiplizierte rechte Seite wie folgt ab:

Z, Z,
20U Uiy o dX  C uz + 2.dx daj2guxj C
0 0
Zy Z,
29uxf xdx  C ( %(x dx + 1%)
Z°, z,° L (4.81)
201t wxdx C 2.dx+ ——(12+ 1% nach Young
0 0 8
Zy Z,
0 0

und wegen dieser letzten Zeile mssen wir voraussetzen, da wir hinreichend langsam
ziehen (4 ), um insgesamt zu erhalten

Z 1
Ea Ufe O Gedx+ C(2+ 12+ )
0
Z 1
+C Ouﬁx+uﬁxx+ St ot ot xdx (4.82)
Mit neuer Nummerierung 1, 2 usw. di erenzieren wir nun als nachstesk, zu
z 1
— 1 2
Eo = Upxx (Umxx )x + 58t U+ oo Upooox
0
1 2 .
+ ECt Tt Coxxx tox T U xx Utk dX; (4.83)
wobei
Upexx (Uttxx )x OX = [ Upexx Uttxx Jo @U A Uxx + 28xUxax + AUxxx + Box x
0 0 +20 3 + b xxx @SU"' @fut dx

Z,

o u %(xxx Pﬂ{gw} ﬁ@yz@_u} + @fut@udx
1 2
Z,
C o Upot Uzt gt xdx (4.84)
0
soda sich zumachst 2 gegen den dritten Term von (4.83) keirzt. Weiter gilt
Z, Z,
@u@udx = (@fu+ xiP)@u x| @udx
0 0
Z,
=[( @}u;+ x') @u]3 > +7@u+ x| dudx; (4.85
[ @ ; Naus | @u@y+TQu+ xiQudx (4.85)
= 3
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R, ..
und 3 kelrzen wir gegqg den letzten Terf;? in (4.83). Den Term 01 | @udx schatzen
wir nach Young ab zu 01 T @udx 01(@u)2dx + A7, und aus F» werden wir
einen U, Term erhalten. Jetzt ersetzen wir @u unter Verwendung der Impuls-

bilanz durch
1
@u - _(UHXX a~XX uXX 2aX uXXXX a~UXXXX C‘:ﬁut l:3(X X ZQ( XX b XXX)

und schatzen dann wie folgt ab:

Z 1 Z 1 -I--
X1 @UdX = X_(Uttxx Alyxxx @ﬁut D xxx )dX
0 ZO
1 |
+ X—(@xUsx +2axUsxx + Bx x + 2B xx)dX
0
‘ ! 2 2,2 2 2 2 1 |2
0 Uixx T a1Uxx T (@ut) + b% XXX dx + 8__2
Z 1
+C Ut Uyt B+ Rdx

0

Schlie lich verfahren wir mit dem vorletzten Term in (4.83) wie mit dem entsprechen-
den Term in (4.76), d.h. wir berechnen

C XXX XXX :( c t)XXX XXX XXX (CXXX t + 3CXX tx + 3CX txx )1

und weiter
z 1 Z 1
o (C xx xxx dX = [lff}(c t)xx]% o wox (Ox xx + 0 sxx + B(Up + D+ bl
=0 + (Ut + BZ +2g(Urx + Dupo )x  dx
z 1
= o wox Oxx xx 20k o + 0 oo + B (U + D+ 2 BcUey + P&?_x}

+ Oxx (U + L)Z + 40 (Utx + DUty + 20Uy Utxx +20(Ux + DUk dx: (4.86)

R
Damit erhalten den geweinschten Term Old 2 OX, und den Term .y 5 inte-
grieren wir partiell zu
z 1 Z 1
wxxx Plxxx dX = [I ) D Ukxxx ]% + oo DU+ xoexx b@uth;
A5 0
=0

wobei der letzte Term sich gegen1i in (4.84) kerzt. Mit den beiden letzten Termen
in (4.86) verfahren wir dann wie in (4.81), d.h.

Z, Z,
20Uy Upx o0 dX C uz, + 2..0dx; daj2guxxj C;
0 0
Z, Z,
2g(ux + DUk xxx - (C + CH ut2>(xx + fxxx dx;
0
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soda wir auch hier wieder jlj benetigen. Damit erhalten wir dann

Z,
Es (@u)?  d Zex dx+ C(I2+ 17+ 7?)
0
Z,
2 2 2,2 2 2 2
+C Uttxx +(@u) + ag Uyxx + (@ut) + XXX
Z°,
+C Ut Uyt S 5t UG+ Uy + Ufy X (4.87)

0

Aus E4 und E» haben wir also die negativ de niten Terme
Z,
2 2 2 2 .
Upox T Uxx T do tx T do XXXX dx;

und nach Poincae gilt

Z, Z,
ut2txx dx E 0 ut2txx + utztx dx;
Y, CI0Z L, 2
dO XX ? ox T tde;
20 0
! 2 2 2 2 2
(@ut) dx E(@ut) T Upxx T Uix t Uik dX;
! 2 do ‘1 2, 2 2 2
doo(@)dx 50(@X)+xxx+xx+xdx:
Beim Erzeugen eines 2{Terms erhalten wir dann
Z Z Z
=1, d “1 dx2 do 12dX'
4 4 % 4 4" 4 4
wobei gilt
Z, 5 Z, 1 2
gdx = E(d w T Uy + D+ g(ux + L)Z)dx
0
b ' “ldc d c b lh. 2
— x* U+ L S Bxe_ba udx+ ol CjuZ + 1%jdx
o0&y &y 0
C C
YA 1
C 24 u+ uZdx + CIZ
0
Das Di erenzieren von F» liefert schlie lich
Z,
Fo = ug(xx Uyxx Utk 0X;
0
wobei
YA 1 Z 1
Usx Utbooe BX = [Usocx Pm]& Uxoooe (Bxx Uxx + 2 8x Uk + Uoax + Bc x

.=O. 0 +20 xx + b oxxx @SU + @;‘ut)dx;
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und weiter

YA 1 Z 1
Usox @UdX = ( Uyxux  xD@u + xt@udx
0 0 7 .
= [f U xooe + xf? @uls + (@u)? + '@u + xt@udx
0
z = z

1 1 1
(@u)?dx (@u)%dx —1?

0o - 0 4
1

2 2 2.2 2 2 2
Ustxx +(@u) T AU T (@ut) + b% XXX dx

1
2 2 2 2 .
C 0 Uik T Uxx ¥ x T xx dx:

Unter Verwendung von (4.73) folgt dann insgesamt

Z, Z,

= 1 u>2<xxx dx (@Z)de
z,° z, °

+ U2 dx + D oo Usooxx jAX + CI2

0
2 2 2,2 2 2 2
Uttxx + ( @U) + a1 Uyyxx + (@ut) + XXX

1
2 2 2 2 .
+C 0 Ui + Uik + x t xxdxv (4-88)

und nach Poincae erhalten wir die weiteren negativ de niten Terme

2. 1.2 . 1.2 . 1 2.
(@u)1 7uxxxx’ 7UXXX’ 7uxx’

Es bleiben der dritte und vor allem der vierte Term von  E; abzuschatzen. Letzteres

geschieht analog zu (4.66) nach Young gem

1 Z 1 dO Z 1 Z 1
4 u>2<xx dx 7 )%xxx dx + j D xxxx Uxxx 0X]
Z, z
do . b3 1
Tl+ b% u)2<xde+ ZO"' 4_1 )%xxx dx
z 1 d Z 1
1 0
? 0 u>2<xx dx E 0 >%xxx dX’

wenn wir zuerst so wahlen, da 2 1=8, und dann so, da b%=(4 ) do=8.
Addieren wir nun (4.82),(4.87) und (4.88), so erhalten wir rach geeigneter Wahl von

und der verschiedenen die gesuchte Absclatzung

E E + C(2+ 12+ 72

fur ein > 0 und damit (4.71) nach der Gronwallschen Ungleichung.
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Man beachte nun noch, da wir im Unterschied zum nichtviskosen Fall hier an keiner
Stelle die Terme der thermischen Disspiation zum Erzeugenet negativ de niten qua-
dratischen Terme in Ableitungen von u verwendet haben, sondern diese allein aus der
viskosen Dampfung, aus der Grenz achenenergie und aud=, erhalten. Kurz gesagt
schatzen wir nirgendwo u{Terme durch {Terme ab. Damit k ennen wir fur (P ) zum
einen die zustzliche Bedingung!| 6 O fur das Stabilitatsgebiet der trivialen stati-
onaren Lesungen fallenlassen. Zum zweiten notieren wir im &chsten Unterabschnitt
einen zu Satz 4.5 analogen Sataif das isotherme viskoelastische Problem, wobei wir
wieder als Parameter au assen.

4.4.1 Stabilit at trivialer station arer L esungen, isotherm

Mit  als Parameter seiS( ) := fl 2 IR: (I; ) 2 Sg, und wir betrachten die eine
Ableitungsordnung schwacheren Energiefunktionale
1

1 2 2
Ei= 2 o U + o (Uux + 5 YU+ U o dX;
141
_ 2 : 2 ;
E,= > , Upw + o (Ux + 15 YU U s AX;
Z 1
Fo = Uy Utxx dX:

0
Gema Satz 3.7 sind E1; E» und F1 wohlde niert entlang von L esungen von (3.33),
und wir erhalten

Satz 4.6 Es seil 2 C3([0;1)) mit I(0) 2 S( ), dist(1(0); @% ) =: . Ferner seien
ji-und jjuji=o jj hinreichend klein, wobei

fuii® = jiuiig e + jiudige + jiuedi®;
und u die zugelorige Losung von (3.33). Dann existiert ein0<T 1 , soda fur
ot T

dist([min(ux + 1);max(ux + N; @%)) =2

und es existiertein > 0,soda aufO0 t T furE = E;+E,> F 2 die Ungleichung

rjujju« E mit einem r > 0 gilt, sowie die Abscltzung
Z

t
E(t) E@e '+C (2+1P+7%e ¢ )d
0
fur ein > 0, und damit
Zt
jiviia r} EQe "+C (Z+1+7%e ¢ )d
0

Im Falle L 0 kennen wir dabei die Anfangsbedingungen so kleinehlen, da T = 1
gilt, und jjujj® exponentiell gegen Null konvergiert.

Bemerkung 4.10 Die letzte Aussage lennen wir fur den isothermen Fall auch di-
rekt erhalten, indem wir bei festem analog zu Abschnitt 4.1 die Linearisierung um
eine triviale stationare Lesung betrachten, da wir nicht mehr den sbrenden Null{
Eigenwert der konstanten {Verschiebungen erhalten. @
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In diesem Kapitel fassen wir die in statiomaren Lesungen zu (P) stets konstante Tem-
peratur zusatzlich zu | als Parameter auf, und diskutieren die Existenz sowie die
Eigenschaften nichttrivialer L esungen der parameterablngigen Randwertaufgabe

U xxxx “(ux + 17 Juxx =0; (5.1a)
u(0) = u(l) = uxx(0) = uxx(0) =0 (5.1b)

in Abh angigkeit von und I. In Abschnitt 5.1 schreiben wir dazu (5.1) in eine Rand-
wertaufgabe zweiter Ordnung mit einem nichtlokalen Term um und zeigen, da es
Kurven in der {l Ebene gibt, an denen jeweils zweiAste nichttrivialer L esungen
von (5.1) aus dem trivialen Lesungsast entspringen. Diese Bifurkationen untersuchen
wir lokal, wobei sich herausstellt, da die Lesungen auf den verzweigendemsten
typischerweise instabil sind.

In Abschnitt 5.2 uberfuhren wir (5.1) in ein System zweier Integralgleichungen, ér
« Time{Map\und der ,Dehnungs{Map\, und erhalten eine intuitive Parametrisier ung
der Menge (notiert nach Reicksubstitution von (2.6))

Gne( ;1) := fLoesungenu & xI von (5.1) zu den gegebenen Parameterhy g

durch Paare ("a;",) 2 IR?, sowie insgesamt ein globales Bild der Menge der nicht-
trivialen L esungen von (5.1). Die Time{Map und die Dehnungs{Map sind #r jedes
eber einer Menge ( ) zulassiger Paare (5;",) von Randverzerrungen de niert,
und diese Mengen werden in Unterabschnitt 5.2.1 dargestd]|l wobei wir in nat erli-
cher Weise auf den Begri der Maxwell{Linie gefehrt werden. Anschlie end werden
im Unterabschnitt 5.2.2 die Time{Map und die Dehnungs{Map analytisch und nu-
merisch untersucht, wobei wir auch den Zusammenhang zum Bifrkationsproblem
in Abschnitt 5.1 verdeutlichen. In Unterabschnitt 5.2.3 fassen wir hieraus erhaltene
numerische Beobachtungen zur globalen Bifurkation zusammn. Eine analytische Un-
tersuchung des Bifurkationsproblems und der Stabilist der abzweigenden lesungen
mittels der Time{Map in einem abstrakten Rahmen ndet sich i n [Sch84]. Der dabei
verwendete Leray{Schauder{Abbildungsgrad liegt jedoch gnseits der Methoden der
vorliegenden Arbeit, und es erschien uns zuechst wichtiger, unter Verwendung des
deutlich einfacheren Ansatzes in Abschnitt 5.1 die Bifurka&ionen lokal zu verstehen.
In Abschnitt 5.3 folgen dann einige konkrete numerische Beipiele #ir nichttriviale
stationare Lesungen. Der Rest des Kapitels befa t sich schlie lich einghend mit der
Maxwell{Linie, die direkt mit L esungen des statiomaren Problems im Fall =0
zusammentangt, die bei festem die freie Energie des Drahtes minimieren. Dies
ist in Abschnitt 5.4 dargelegt, und bildet den heuristischen Ausgangspunkt fr die
Suche nach l®sungen mit minimaler freier Energie im Fall > 0. Die entsprechenden
Ergebnisse nden sich in Abschnitt 5.5, sie stammen aus [CG&4]. Damit erhalten wir
in Abschnitt 5.6 aufbauend auf Abschnitt 3.3 und der freien Energie als Liapunov{
Funktion, eine weitergehende Charakterisierung der Asymgotik im isothermen Fall.

Fur das nichtisotherme Problem (P) betrachten wir dann in Kapitel 6 die Liapunov{
Funktion E( | vgl. Abschnitt 2.4, und bei der Untersuchung des entsprechenden
Variationsproblems werden wir auf die Methodik aus Abschnit 5.2 zureckkommen.
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5.1 Bifurkation aus den trivialen station aren L esungen

5.1.1 Das Bifurkationsproblem

Um zunachst Bifurkationen aus den trivialen stationaren Lesungen lokal zu unter-
suchen verwenden wir eine Idee aus [FS90]: wir schreiben 1§.in eine Randwert-
aufgabe zweiter Ordnung um, und studieren diese als parametabhangige Gleichung
F(w; )=0, 2 IR, auf dem Banachraum

X =fw2 C*0;1] :w(0) = w(1) =0g; jiwjjx := jiwjia + jjwiz + jjwfs :

Dazu setzen wir
w = u%
und kennenu und u® ausw wegen den Randbedingungen (5.1b) eindeutig zsickge-
winnen mit
z,z z,2

X

u(x) = w()dd X w()dd = (Bw)(x)
0 0 0 0

und

z.,Z

ufx)= wd w()dd = (@ w)(x):
0

0 0
Insbesondere verwenden wiB als stetigen Isomorphismus zwischen den Banachum-
enY = ff 2 CO[0;1] :f(0) = f(1) =0g; jifjiv = jifjir und X. Im weiteren redu-
zieren wir nun das eigentlich zweiparametrige Bifurkatiorsproblem (inl und ) in ein
einparametriges mit  als Bifurkationsparameter.

Wir entwickeln  «(" +I; Yum |, d.h. ~("+1; )= «(; )+ R("+1; ) mit

R™+1;)=0(")" o (5.2)
und setzert

()= 1 «(; ) und S(w;l; )= ER(@1W+I; ):

Beim Studium der Bifurkationen werden wir dann stets eineC*{Kurve C:[ 1:1]3
r7!g(r)=(gu(r);g(r)) 2 IR IR+ betrachten, soda (gi(r);g2(r)) in r = 0 eine
Hehenlinie von = k? 2 eberquert, und wir denken uns weiter C stets so, da gilt

d
qr (@(r)ig(r) = : »(G1(r);g(r) g+ -+ (qu(r);g(r) @(r) >0 (5.3)

fur alle r 2 [0; 1]. Zur Anschauung diene hierbei die Abb.5.2(a) auf Seite 87Damit
bekommen wir entlang C stets eindeutige Au esungenl = [( )und = ( ) und wir
schreiben

S(w; )= S(w;I(); ()
soda diesesS also von der Wahl vonC abhangt, jedoch nicht der Typ der Bifurkation,
was wir in Unterabschnitt 5.1.3 (Satz 5.2) zeigen werden. Zwi spezielle Wahlen von
C sind o ensichtlich

ldie , \ fugen wir ein, um im weiteren eine gewisse Standardform fur Randwertaufgaben zweiter
Ordnung zu erhalten
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@ = ofest,S(w; )= S(w;l( ); o) wobei wir = (I(r); o) gi(r) > 0 benstigen,

(b) I = Io fest, S(w; ) = S(w;lo; ( )); in welchem Falle entlang C fallen mu
(@(r)y < 0),denn - (I, )= %1)>0 8(; )2 IR IR..Genau der Falll =0
fest wird in [FS90] untersucht.

Nach diesen Vorbemerkungen &nnen wir nun (5.1) schreiben als
Fw; )= w% w + S(w; )w=0 inY; (5.4)
und wegen der Bijektivitat von B gilt die aquivalente Formulierung

F(w; )= BF(w; )
=w+ Bw + BS(w; )w in X: (5.5)
Wegen (5.2) und (explizit) jj@ *wjjx jj wjjx gilt
S(w; )W = O(iwji% )jwjix ! o
und damit F 2 C}(X IR;X) mit
DwF(0; )h]= h+ Bh = A( )h;

und A( ) 2L (X;X) ist Fredholmsch mit Index Null nach [Mie96], Proposition 3.2.

Um Verzweigungen aus dem trivialen losungsast (Q ) von (5.5) zu erhalten, berti-
gen wir nun Werte far , soda A( )h = 0 nichttriviale L esungen inX hat. Wegen
der Bijektivit at von B ist dies geradeaquivalent zu

h% h =0; h(0)= h(1)=0
und als einzige losungen erhalten wir
= «=k*?% h=h(x)=sin(kx); k=1:2:::

Zur Abkurzung setzen wir ¢(x) = sin( k x ) und erhalten im urspreinglichen Problem
mittels B ¢ = Wl—z k, da die  Eigenfunktionen von A( ) sind zu den Eigenwer-
ten!y( )=1 iz=. Esdilt!( ) =0, und dieser Eigenwert ist algebraisch einfach
mit N (A( «)) = spanf ygund ¢ 62W(A( k) = Xnsparf «g. Mit ! ( ) = k%
erhalten wir damit aus Satz A.11uber die einfache Eigenwertverzweigung die folgende
als Lemma festgehaltene Aussage.

Lemma 5.1 Es ist (0; k) ein Bifurkationspunkt fur (5.5), und die abzweigenden
Lesungen liegen auf einem eindimensionalen ésungsast

G:( )3 7 ( w+h() () (5.6)

wobeih:( ; )! Xnsparf (g dierenzierbar ist mit h(0) = h90)=0.
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Bemerkung 5.1 Fur unser Beispie{ k ennen wir explizit Kurven von Punkten
(I Ymit (I; )= k? 2inder {l{Ebene berechnen: Es gilt

()= a0 M) 32" NE+5 g+ )

:ll( M) {23 21?+5 3|;
= ()=
| 3 221 + "2)+5 3(ﬁ'l3+6"2I2+4"3I+ "43;
=R("+1; )

und wir kennen die Bedingung

1
(h)==@ 22 53" 1 w)=k?? (5.7)
z.B. nach| = I(K)( ) (mit im Unterschied zu den Kurven I;;l, hochgestellten Index)
au esen zu
"
p_ . 32 32 1
| = =22 22y b __k2 2 .
y mit Y= 15 (103) 53(0 M) 5, (5.8)
oder nach = ®)(I) zu
1
(k) = —1(3 A2 5 5% k2 )+ (5.9)
Die Isohehen 1®): k = 1:2;::: far = = k? 2 verlaufen im Innern des durch

l1; 1, berandeten Gebiets, und zwar (wenn wir (2.12) entsprechend =2 10 10
verwenden) wegens— 16 10 17 sehr dicht an I1; |,, und entfernen sich mit
wachsendemk nur sehr langsam von |1; |,. Fur z.B. | = 0 erhalten wir aus (5.9),
da bereits 5.2K unter  der Ast zu k = 10° verzweigt. Fer gre ere  entfernen sich
die Kurven fur  voneinander und von |1; I, (die Steigung von wird acher),
und fur ! O fallen sie alle zusammen auf der durch |1; 1, gegebene Kurve. Nu-
merisch scheint esdir in der gegebenen Go enordnung O(10 1°) und moderate k
ho nungslos, zwischen den verschiedenen Kurven von Bifur&ktionspunkten zu unter-
scheiden. In Abb.5.1 sind die Kurven zuk = 10® und k = 1:5 10° zusammen mit

(gepunktet) 1, und I, dargestellt.
0.1
k=agb 005 .
o 0 <
K=1.5.10 SN
0.05}
0435350

Abbildung 5.1: Kurven von Bifurkationspunkten, k = 10%;1:5 10°, =2 10 10,
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5.1.2 Bemerkungen zur globalen Bifurkation |

In [FS90] wird (5.5) fur den Spezialfalll O fest mittels Theorem 4.11 aus [GR85]
behandelt, in welchem der als Rabinowitz'sche Alternativebekannte globale Bifurka-
tionssatz, siehe z.B. [GR85], Theorem 3.2, auf Randwertpialeme der folgenden Art
anwendet ist:

Lu:=  (p(x)ud%+ g(x)u= a (x)u+ h(u;u® ); x2(0; ) (5.10)

aou(0) + hpu%0) = 0;
aqu( )+ buq ) =0;

mit
(i) p2 CYo; 1, q;a2 CO0; T; p(x);q(x) > 08x 2 [0; ],
(i) (ag+ Kg)(a2+ b?) > 0, (separierte Randbedingungen)

(i) h 2 COUIR*IR) mit h(x; ;; )= o(; )j) fur(; ) ! 0, gleichmaig in be-
schrankten { Intervallen.

In der Rabinowitz'schen Alternative (hier nach [GR85], Theorem 3.2) wird dabei auf
einem reellen BanachraumX und fur 2 IR die Gleichung

u=G(u; ):= Lu +H(u; ) (5.11)

betrachtet, wobei L linear und kompakt sei und H kompakt mit H(u; ) = o(jjujjx )
fur jjujjx ! 0O gleichmaig in beschrankten {Intervallen. Ferner besitze (5.11) die Fa-
milie f(0; ): 2 IRgtrivialer station arer Lesungen. Die Rabinowitz'sche Alternative
besagt dann, da ein aus einem Bifurkationspunkt (G ) von (5.11) entspringender
Ast von nichttrivialen L esungen von (5.11) entweder unbesclankt istin X IR, oder
zur Familie der trivialen L esungen zusickkehrt in einem Punkt (0; ") mit " &
Theorem 4.11 aus [GR85] sagt nun gerade aus, dauf die abzweigendenAste von
(5.10) stets die erste Alternative gilt.

Dabei beachte man, da in (5.10) die Nichtlinearitat, {bei uns nichtlokal in der Form
S(w; )w, in der lokalen Form h(x; w;w® ) vorausgesetzt wird. Friedman und Spre-
kels merken jedoch an, da sich der Beweis von Theorem 4.11 ifGR85] auf den Fall
(5.4) wbertragen lat, allerdings ohne diesen auszudihren.

Damit erhalten sie folgendes Ergebnis: kir k =1;2;::: und 2f+1; 19 sei hoch

H,=ff 2 X : f hat genauk+1 einfache Nullst. in [0; 1] und .IirQ+ sgnf(x)= g;
X!

dann gilt

([FS90], Satz 2.2)Fur k =1;2;::: und 2f+1; 1g verzweigt bei(0; k) ein unbe-
schrankter und zusammenkhngender AstG, (C?[0:1] IR) von Lesungen zu (5.4)
mit

() w2H, fur (w; )2C, und 6 .

(i) fur hinreichend dicht bei , 6 | und(w; )2C_ hat @ 'w genauk einfache
Nullstellen in [0; 1].
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Der bei (0; k) verzweigende AstG, wird also unterteilt in zwei Teile c; und C_,
auf denen die losungen in einer punktierten Umgebung vonx = 0 jeweils positives
bzw. negatives Vorzeichen haben, und die Kernaussage ist,ad diese beiden Aste
unbeschmnkt sind in X IR und global die Eigenschaft (i) haben. Die lokale Aussage
(i) ist davon unabh engig und folgt bei uns unmittelbar aus der Darstellung (5.9 und
h(0) = h%0) = 0. Ebenso folgt (i) bei uns fer hinreichend kleine . Tatsachlich ist w
sogar periodisch mit Periode%, was wir im nachsten Abschnitt zeigen werden.

Der Grund, warum [FS90] (fur | = I fest, Ip = 0) unbeschrankte bifurkierende Aste
erhalten, liegt nach unserem Erachten darin, da die Gleichung (lp; ) = k? 2 nur ge-
nau eine Lesung =  besitzt, vgl. (5.9) und Abb.5.1, undes geht (0; )fur ! 1
(was physikalisch sinnlos ist) gegen unendlich. Br > 0 ist jedoch = 1 .(0; )
nach oben beschankt durch % .(0;0), und man beachte, da die Hilfskonstruktion
stets mber der Menge der physikalisch relevanten Parameterwertél; )2 IR IR,
{strenggenommen sogamber ( 1;1) IR., betrachtet werden sollte.

Fur den Fall fest und| als Bifurkationsparameter folgern wir schlie lich in Unte rab-
schnitt 5.2.3, da Aste, die bei einem Bifurkationspunkt (Ii((l); ) mit (Ii((l); )= k? 2
starten, in einem anderen Bifurkationspunkt (Il((z); ) mit (I,((z); ) = k% 2 wieder
verschwinder?. Notwendig hierfer ist a{priori, da die Gleichung

()= L.y=ke? (5.12)

mehr als eine losungl hat. Dies ist bei uns erkllt denn es hat (5.12) entweder keine
(z.B. fur >  fur beliebige k oder bei kleineren fur k gre er einem Kmax(; )),

oder zwei oder vier losungen, vgl.(5.8) und wiederum Abb.5.1. Im mchsten Unter-
abschnitt kehren wir jedoch zumachst zur lokalen Untersuchung der Bifurkationen
Zureick.

5.1.3 Lokale Theorie und Berechnung der Bifurkation

Man beachte, da wir mit Lemma 5.1 eine typische Situation in der Theorie der
dynamischen Systeme und der Bifurkationstheorie vorgefuden haben, die man in
etwa zusammenfassenénnte als

Verlust der Stabilitat der trivialen stationaren Lesungen #hrt zu Bifurkation,

denn die erste Bifurkation ndet eben genau statt bei
1
= =)= %, ()= 3

und die trivialen station aren Lesungen sind nach Satz 4.4 (bzw. Satz 4.5) stabil
fur «(I; ) > 2 (und jlj & 0 im nichtviskosen Fall), vgl. die in Abb.4.1 fur
in der Form (2.10) und viel zu gro es skizzierte Hehenlinie von - = 2,
Durch Ausrechnen des Typs insbesondere dieser ersten Bikation ho en wir nun,
Informationen wber die Stabilitat der abzweigenden lesungen zu erhalten. Dabei
denken wir an das folgende zweite typische Prinzip der Bifukationstheorie. Zunechst

2und damit [GR85], Theorem 4.11 fur diesen Fall nicht anwendbar ist
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beachten wir noch, da im Falle | = 0 wegen ( "; )= «("; )gilt S( w; )=
S(w; ), und damit

F(w; )= w Bw +B]S(_{\£v;_;( w)=  F(w; ):

=S(w; )

Im Falle | = 0 wissen wir also a{priori, da wir eine Pitchfork{Bifurka tion erhalten,
und bei betrachten der reduzierten Gleichung (5.18) in Abshnitt wird klar, da dies
auch fur jlj > 0 gilt. Da fur < 2 die trivialen station aren Lesungen stabil sind,
erwarten wir dann, da weiter gilt,

(*) Ist die (erste) Bifurkation subkritisch (superkritisc h) bzgl. , so sind die abzwei-
genden Losungen instabil (stabil).

Dabei ist mit sub{bzw. superkritischer Bifurkation bzgl.  folgendes gemeint: den
Parameterwert = k? 2, (k jetzt wieder beliebig) an dem die Losungen verzweigen
nennen wir kritisch, und die Mengenf < gbzw.f > gsubkritischen bzw. super-
kritischen Bereich. Wenn nun die Bifurkation so ist, da die verzweigenden ®sungen
(lokal) nur fur Werte < | existieren, so nennen wir die Bifurkation subkritisch, im
entgegengesetzten Falle superkritisch, und wenn der veraigende losungsast sowohl
im subkritischen wie auch im superkritischen Bereich exisiert, so heit die Bifurka-
tion transkritisch. Das Attribut bzgl. fahren wir mit, da in gleicher Weise sub{,
super{ und transkritisch bzgl. dem Eigenwert ! (( ) de niert werden k ennen, siehe
den Beweis von Satz 5.2.

Eine z.B. subkritische Verzweigung bzgl. in einem Punkt (I; ) der Parameterebene
mit = 1 .(I; )= k? 2 kennen wir nun wie folgt veranschaulichen: wir betrachten
einen kleinen Ausschnitt aus z.B. dem oberen rechten Quadrden von Abb.4.1 und
die erste Bifurkation bei = 2. Dann betrachten wir die Kurve C, entlang derer
wir die Hehenlinie von = 2 im Punkt (I; ) wuberschreiten, sieche Abb.5.2.(a), in
der wir nun wieder das stark eberhohte = 200 benutzt haben. Die Geradel = |
werden wir spater kommentieren. Verwenden wir nun den entlang der skizarten
Kurve wachsenden Parameter als Abzisse und tragen daeber die {Urbilder dieser

im Sinne der Funktion 7! = () auf, so erhalten wir die Skizze in Abb.4.2.(b).
(a) Wberschreiten der Hphenlinie = 2 (b) Die abzweigenden losungeneber
in der {l{Ebene dem Bifurkationsparameter

0.08 : — o
A:?@z:zz(o_)
0.07 p—0__" A< A
f
0.06F A= M =T c
- e |2] A< A A>A A
0.05+ A> M / R A=A
0-09463 375 390 105

Abbildung 5.2: Uberschreiten einer Kurve von Bifurkationspunkten in der {l|{Ebene
und die {Werte wuber den zugelorigen {Werten bei subkritischer Bifurkation.
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Dabei beachte man, da es sich um eine lokale Skizze handelti.h. da das Intervall
der {Werte, in dem die Bifurkation durch die Skizze Abb.5.2.(b) qualitativ richtig
wiedergegeben ist, sehr klein sein kann.

Die obige Vermutung (*) werden wir in Unterabschnitt 5.1.4 fer den isothermen visko-
elastischen Fall beweisen, d.h.«fr festes und | als Bifurkationsparameter werden wir
die Stabilitat der abzweigenden bsungen bzgl. der Dynamik von (3.33) untersuchen.
Um nun den Typ der Verzweigung in einem (; ) mit (I; )= k? 2= | zu bestim-
men, fuhren wir eine Liapunov{Schmidt{Reduktion durch. Dazu schreiben wir

1 1

IREHE )= D () S e ()2 ()

Esi(l; )"+ sa(l )7+ O(");

lassen im weiteren die Argumentd; vons;= (1=) = undsp;= (1=2 ) wn weg
und erhalten die folgende Darstellung vonS(w; ),

S(w; )= 1@ 'w+ 5(@ 'w)* + O((@ 'w)°):

Der Typ der Bifurkation in einem Punkt ( I; ) hangt dann wie folgt nur von s;; s, ab,
soda es auf die konkrete Wahl vonC nicht ankommt:

Satz 5.2 Es seienl; so, da gilt (I; )= k? 2=, und wir setzen

s? S»

Dann ist die in Lemma 5.1 beschriebene Bifurkation in(0; ) subkritisch bezglich
wenn gilt ¢ > 0, und superkritisch, falls ¢ < 0. Im Falle , =0 hangt der Typ der
Bifurkation von Termen heherer Ordnung als denen ab, welche wir nun berechnen.

Beweis. Umin (0; ) eine Liapunov{Schmidt{Reduktion durchzuf ehren, setzen wir
X1=N(A( x)) =spanf g und X,= X nXjq:

Als stetige Projektion von X auf X1 verwenden wir

Z,
Qk :w 7! Qgw = W dx g
0
und zerlegenw in w = | + v. Nach der Standardtheorieuber Fourierreihen haben
wir die Darstellung X
Xo3v= G j
j6k

mit Konvergenz in X . Die Summationsgrenzen haben wir zur Abkirzung weggelassen,
sie laufen vonj = 1 bis 1 , eben mit Ausnahme von k. Weiter setzen wir noch
k() =cos(k ). Es gilt

QkF( «+V, in X1 1

DN )=0
FW D=0 QIF( w+vi )=0  in X, 2
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und es ist 2 au esbar nach

X
v=V(; )=V( ( )N=Nh()= G()ijs

6k
wobei gilt ¢ ( )= O( 2) wegenh(0) = h%0) = 0. Ausgeschrieben lautet 2
0=(1 Q) A() «k+V)+BS( k+vVv; ) «k+V)

=1 Q) ) (1 QUAC

2X4

+(1 Q«)B Sl@i{zk"'vg( K+ V)+ O k+Vv)d)
k—k"'@lV

=X(1 )G () j+(1 QB S ° +0( ¥ ;

6k jzzq J k| i% 2? 1

wobei von (5.14) zu (5.15) benutzt wurde, da gilt

X
ACv= (1 jz—z)q()j

j6k

89

(5.14)

(5.15)

(5.16)

sowie i g = cos(kx )sin(kx ) = 1=2sin(Zk x ) = 1=2 ,. Koe zientenvergleich

liefert

1 W)Cﬂ(( )+ 8k 3
und mitl g % fuar nahe , d.h. eben #r kleine j j, folgt

4812.

cak( ) 383 3’

mit Gleichheit fur =0, sowie

v=cx( ) a«+ O(3):

Wir setzen nun

QF( k+Vv: )=1(; )«

(5.17)
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setzen weiter (5.17) in 1 ein, und erhalten

0=f1; ) «
=Qx ﬁL{)z_ft +Qk|A( ) Cak( ){sz + O( 3)}
=1 k() k2X1 22X

+ QB s1(@Y( k+ ok w* O( N+ s:(A@ k+ ek w+ O 3P

+O(( k+cxk x+O( ) ( k+cx axt O(3)
=1 () «

S1 slcok So 2 3 a
Bl A e ol SR o o AR
d
C

a b €

Die Produkte aus den Termen a bis e und nachfolgende Anwendung vorB und Qg
ergeben:

a d = 22, =30, P O( 2 9 0;
a e = pox | K22 A Sea kv 0( ) s M o
:% k+% 3k
b d =  —Sitx B S1Cpx +0( 3 Ok 102k .
2k 2&? : k3 3 k 3k : 2K3 3 ks
| Kz-
= % k+% 3k
b e = o( 4,
2 2 2
c d = E% 2 z % k§‘24 k + O( 3) 3k (?l( k§124 ks
|z
=1 «+l4 g
c e = o( %:

Insgesamt erhalten wir damit

0=1(; )= 'h()+ gasou() 77 2+O( %) «
_ st S2 2 3
= () 2L+ +0( 3 « (5.18)

6 6 4 4

-k

Dies ist die sogenannte reduzierte Gleichung, und an Hand dsen, #ir welche {

Werte (5.18) eine nichttriviale L esung ®ir  hat, entscheidet sich, von welchem Typ

die Bifurkation ist. Im Falle ¢ > 0 existieren nichttriviale L #sungen von (5.18) nur

fur !  ( ) > 0. Bezeichnet man nun den Eigenwert ( ) = 0 als den kritischen Wert,

und die Mengenf! < 0g bzw. f! > 0g als sub{bzw. superkritisch, so ist damit fer
> 0 die Bifurkation superkritisch bezeglich ! (( ). Da jedoch

1
'l?( k) = m;
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ist ' ( ) > O lokal aquivalent zu < O, respektive! (( ) < 0 zu > 0. Deshalb
ist im Falle > O die Bifurkation subkritisch bzgl. . Im Falle x < 0 hat (5.18)
nichttriviale L esungen falls ! «( ) < O, die Bifurkation ist dann also subkritisch
bzgl. ! « und damit superkritisch bzgl. . Man beachte, da die beiden De nitionen
wbereinstimmen, wenn gilt ! 2(0) > 0, im vorliegenden Fall sind sie jedoch gerade
entgegengesetzt.

Falls gilt = 0, so entscheiden die Koe zienten der O( 3){Terme in der Klammer
in (5.18) wber den Typ der Verzweigung. 2

Bemerkung 5.2 Betrachten wir eine feste Kurve von Bifurkationspunkten (I; ) in
der {I{Ebene, z.B. die Kurve aller (I; ) mit (I; ) = «, so hangt der Typ der
Bifurkation eber | von der Stelle (; ) ab. Wir veranschaulichen und diskutieren
dies wieder #ir unser Beispiel{ mit den Daten aus (2.12). In diesem Falle gilt

w(l; Y= 6 21+20 31 und (I )= 6 ,+60 3l%

und damit hangen
1 3 1 2
Sl(|; )= —(6 2l 20 3l )und Sz(|; )= 2—(6 2 60 3l )

und damit auch | tatsachlich nur noch vonl| (und von und k) ab. Zur Anschau-
ung sind in Abb. 5.3.(a) gepunktet (1) und =50, sowie mit dem wieder stark
ewberhohten = 100 durchgezogen ;(I) 500 dargestellt. Es gilt 1(I) < 0 in zwei
Intervallen B; = ( lp; b)) und B, = (by; b)) um die beiden seitlichen Nullstellen

[ 0:0531 von -, wobei eben die Breite dieser Intervalle wegen der Faktoren 2
und  !inden Summandenvon stark von abhangt. Bei wachsendem (und/oder
wachsendemk) werden die Intervalle B; und B> breiter. In Abb. 5.3.(b) ist f ur die

erste Bifurkation (k = 1) und = 100 der Streifen B, skizziert. Wenn wir einen
Bifurkationspunkt ( I; ) aus dem fett gezeichneten Abschnitt der Kurve = ;= 2
betrachten, so ist die Bifurkation superkritisch bzgl. , und ansonsten subkritisch.
Dies ist fur kleine  gewisserma en der allgemeine Fall, dr =2 10 ° gilt z.B.
b, by< 10 8.
T T T — (.08 T T
800000 - 31 - 30 cee /507 B A=061=1(6)
N 0.07F = ., 1
400000 0.06 SN Iy X
S\ g oost Pr<0 — IS
0 Y] o04f D
0.06-0.04-002 0 0.02 0.01 0.06 %360 375 390 105

Abbildung 5.3: zu 1, =100 stark mberheht.
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5.1.4 Stabilit atsuntersuchung der abzweigenden L  esungen, isotherm

Fur den isothermen Fall zeigen wir mittels [Hen81], Theorem 6.2, da (*) gilt. Da-
bei halten wir fest und betrachten | als Bifurkationsparameter in einer Umgebung
eineslg mit  «(lg; ) = 2 Dies entspricht = 1 .(lp; )= 2, und den Zusam-
menhang zwischen und | als Bifurkationsparameter stellen wir weiter unten noch
einmal heraus. Den festen Parameter lassen wir im folgenden stets weg, schreiben
die transformierte Form (3.35) von (3.33) als dz=dt+ Az = f (z;1), und notieren
[Hen81], Theorem 6.3.2 in der Form, die wir hier anwenden wdgn.

Satz 5.3 Auf einem Banachraum X betrachten wir die parameterablangige Glei-
chung

dz

— 4+ = . .

i Az = f(z;1) (5.19)
fur 12 (I ;lg+ ) mit einem > 0. Es sei A sektoriell in X und f (0;1) =0 fur
12 (lp ;lo+ ). Ferner sei U eine Umgebung von Null inX fur ein < 1und
f:U (g ;log+ )! X seim{mal stetig di erenzierbar. Weiter habe

Li=A D,f (0l

fur 1 2 (Ip ;lg+ ) einen einfachen reellen Eigenvektor (1) mit ! (Ip) = 0 und
! 1p) 6 0, und das restliche Spektrum vorlL, liege in fRe > g fur ein > 0.
Schilie lich sei der Flu in der (unter obigen Voraussetzungen nach [Hen81], Theorem
6.2.1 existierenden eindimensionalen) zentralen Mannigdltigkeit fur dz=dt+ Az =

f (z;10) gegeben durch

ds
a + h(S, IO) - 0

mit
h(s;lg) = Cs™ + o(s™) furs! 0 (5.20)

mit einem C 6 0, und wir schranken uns hier aufm 3 und m ungerade ein (soda
wir keine transkritische Bifurkation erhalten kennen). Dann gilt im Fall ! {lg) < 0
eine der folgenden Alternativen:

(i) (instabile subkritische Verzweigung) Far | 2 (I ;1) existieren zwei insta-
bile nichttriviale stationare Losungenz (1);z. (1) von (5.19). Fur | 2 (Ig;lo+ )
existieren keine kleinen nichttrivialen stationaren Lesungen von (5.19).

(i) (stabile superkritische Verzweigung) Fur | 2 (lg;lo + ) existieren zwei nicht-
triviale stationare Lesungenz (I);zs (1) von (5.19), und diese sind asymptotisch
stabil. Fur 1 2 (Ip ;1) existieren keine kleinen nichttrivialen stationaren Lesun-
gen von (5.19).

Im Fall ! Y1g) > 0 gelten die entsprechend modi zierten Alternativen, d.h.

(i) (stabile subkritische Verzweigung) Fur | 2 (I ;1) existieren zwei asym-
ptotisch stabile nichttriviale stationare Lesungenz (1);z+ (1) von (5.19). Fur | 2
(lo;lo+ ) existieren keine kleinen nichttrivialen stationaren Lesungen von (5.19).
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(iv) (instabile superkritische Verzweigung) Fur | 2 (Ip;lg+ ) existieren zwei nicht-
triviale stationare Losungenz (1);z: (1) von (5.19). Diese sind instabil und #r
I 2 (Ip ;1) existieren keine kleinen nichttrivialen stationaren Lesungen von
(5.19).

Bemerkung 5.3 Fur uns ist bzgl. der Bedingung (5.20) nur wichtig, da die Funk-
tion h(s;lp) qualitativ mit f{; ), d.h. mit der reduzierten Gleichung (5.18) als Glei-
chungin beifestem = | ubereinstimmt, siehe die De nition von h(s;I) in [Hen81]
vor Lemma 6.3.1. Damit gilt in unserer Situation (5.20) mit m = 3. Wir wuberpreifen
nun zunachst die weiteren Voraussetzungen von Satz 5.3, und aus diem Grunde
betrachten wir die Gleichung (3.33) unter Verwendung der Pgo{Transformation in
der Form (5.19), da wir fer diese Gleichung z.B. bereits wissen, da der Linearteil sk-
toriell ist. Da nichttriviale station are Lesungen von (5.19) eindeutig mit nichtrivialen
stationaren Lesungen von (3.33) korrespondieren, wir von letzteren aban Abschnitt
5.1.3 den Typ der Bifurkation ausgerechnet haben, knnen wir dann dieses Wissen
mit den Stabilit atsaussagen in den Alternativen (i) bis (iv) von Satz 5.3 vebinden.
Der Grund, warum wir nicht gleich die Liapunov{Schmidt{Red uktion in Abschnitt
5.1.3 in den transformierten Variablen p und g durchgefehrt haben, liegt wieder darin,
da uns die ursprenglichen Variablen intuitiv besser zuganglich erscheinen, zumal das
nicht{transformierte station are Problem nur nochu als Unbekannte enthalt.

Wir beginnen mit der Linearisierung von f (z;1) : X2 (Ig ;lo+ )! X um(0;1):
mit X = L2(0;1) L2(0;1) und X¥¥2 = H2(0;1) H2(0;1) ist dabei f (;I) dreimal
stetig di erenzierbar nach [Mie96], Satz 1.7, da@ () 2 Co(R;IR) fur k =0;1;2;3,
und H2(0;1) LP@©;1) furallep 1 .Seinunp=pg+ pundq= g+ € dann
gilt

1 S
fi(po+ pip+ &= (—(Pot )+ —(ptaE)+ 1) . (=(p+ )+ 1)dx

= Gt @)+ )+ Lo+ a)+ H—(p+ @)+ O( ?)

Z 1
Cor o+ D+ Lo+ a)+ N—(p+ 6+ O( 2dx

und fer (po; g) = (0;0) folgt

z 1 z 1
fa( e &= (1) (Ndx+ ~()—(p+a&)  ~()- p+gdx +0( ?)
Sz} S {z—}
= () =0 da p;g2H2(0;1)
1
== () (p+€)+ O(?):
Wegen f, = f1 haben wir damit zum einen noch einmalf (0;1) = O fur alle |
eberpreft, und zum zweiten folgt
0 1
(-+)@ 0 -@ @
Li=A f,(01)= @ A
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Um nun das Spektrum vonL; zu bestimmen, berechnen wirér k =1;2;:::

0 ( -+ )k2 2 - k22 () 1
Li yi cosk x ) = % g y1 cosk X );
y2 k2 24 2y g2 24 20) y2
| {z }
= B(k;l)

und bestimmen die Eigenwerte! ﬁl);(z)(l) von B(k;l). Dabei massenwir zum einen
einen einfachen Eigenwert! (1) erhalten mit ! (lp) = 0 und %! (lo) 6 0, denn
sonst ware lg kein Bifurkationspunkt f er das transformierte System. Dies dient also
nochmal zum Yberprefen der in Bemerkung 5.3 skizzierten Vorgehensweise. Zum
zweiten wberprefen wir damit die Bedingung, da fur 12 (Ig ;lg+ ) das restliche
Spektrum in fRe! > g liegt fur ein > 0. Die Eigenwerte! I((1);(2)(I) sind gegeben
durch

. p
L D@ = % k22 k' 22 (4kZ2+4 ()) ;

und mit  «(lp) = 2gilt ! (Ig)=0fur

!(|)=!§1)(I)=% > Per gy

und auch die zweite Bedingung ist o ensichtlich erfillt. F wr %! (lp) erhalten wir

weiter

d! @! @ ) 1

T, @) e @,

I=lo =2 I=1o

Somit sind im Falle  (lg) 6 0 alle Voraussetzungen von Satz 5.3 e#fllt, und es gilt
eine der Alternativen (i) bis (iii). Die Bedingung - (lg) 6 0 bedeutet dabei, da gilt
lo & | mit dem in Abb. 5.2 eingezeichnetenl , und ist insofern klar, als das wir
an dieser Stelle kein Bifurkationsproblem nur mit | als Parameter haben, da wir bei
Variation von | den Rand von S zwar benshren, aber nicht eberschreitens.
Wir verdeutlichen nun an Hand der beiden Spannungs{DehungfDiagramme in Abb.
5.4 fur zwei Beispiel{Temperaturen und unser Beispiel{ den Zusammenhang zwi-
schen und | als Bifurkationsparameter, sowie welche der Alternativenjeweils gilt.
Dabei sind instabile bifurkierende Lesungen gepunktet und stabile durchgezogen sym-
bolisiert.

In (a) (niedrige Temperatur) setzen wir dabei voraus, da die Bifurkationspunk-
te Ig), j =1;2 au erhalb der Intervalle liegen, in denen 1 < 0 gilt, soda die
Bifurkation nach Satz 5.2 subkritisch bzgl. ist. Dann gilt:

@) «(P) < 0unddeshalb < ; fur | <I . Die nichttrivialen L esungen
existieren damit im Bereich | <1 g, und nach Alternative (i) sind diese instabil.

@ ~(9) > 0, deshab < 4 fur | > 1, und die im Bereich | > I
existierenden Losungen sind nach Alternative (iv) instabil.

3es ist die Bedingung (5.3) an die Kurve C verletzt
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in (b) (Temperatur nahe ) nehmen wir jetzt jedoch an, da die Bifurkations-

punkte Ig);j =1;2;3;4 in den Intervallen mit ; < 0 liegen, soda nach Satz
5.2 die Bifurkation superkritisch bzgl. ist. Um die Situation verdeutlichen zu

kennen, ist also dabei wieder stark mberheht. Wir erhalten nun gema den

Alternativen (ii) und (iii) asymptotisch stabile abzweige nde Lesungen, wobei
der Zusammenhang zwischer und als Bifurkationsparameter wie in (a) ist,

und aus der Skizze klarwerden sollte, bei der wir uns auff> 0 einschmnken.

(a) Niedrige Temperatur, (b) Temperatur dicht unter g,
abzweigende losungen instabil. abzweigende asungen stabil,
(entarteter Fall).
s Tee <0 = (4), A> N =7
J ‘o 4 @ L ! L |
R A s A A< Ay Oee < 0 = (41} 4
L
" ' [ =@
N + ) I Dt
/ (1) [/ | | O > 0= (#32)
=1 | | |
Ic. 4 —t - |
e
S A ) Ao

)\</\1 )\:Al )\.>A1 o -
g > 0= (i) .

Abbildung 5.4: Veranschaulichung der abzweigenden &sungen und deren Stabiliat
im Spannungs{Dehnungs{Diagramm.

Bemerkung 5.4 Es ist [Hen81], Theorem 6.3.2 dér das volle temperaturabhangige
viskose Problem nicht anwendbar, da wir in diesem Fall bei de Liniearisierung in
einem Bifurkationspunkt neben dem erwsinschten Nulleigenwert, der die isotherme
Bifurkation liefert, stets den zusatzlichen Nulleigenwert zur konstanten Temperatur-
verschiebung erhalten. Trotzdem existiert auch in diesem Bll eine nun zweidimen-
sionale ZentrumsmannigfaltigkeitM an (lp; ), was man z.B. nach [Hen81], Theorem
6.2.1 zeigen kann, und wir erwarten, da man durch Ausrechna des Flusses auiM
die Bestatigung von (*) auch fer das Problem (P ) erhalt. Da wir deshalb jedoch nur
instabile abzweigende losungen erwarten, rechnen wir die Zentrumsmannigfaltigki
nicht aus, { was mit erheblichem Aufwand verbundenen vere, sondern belassen es
bei dieser Bemerkung.
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5.2 Integration des station aren Problems

Das (lokale) Studium des Bifurkationsproblems hat insofen in eine Sackgasse gehrt,
als da die erhaltenen Ergebnisse im wesentlichen, d.h. bisuf den Ausnahmefall

1(I; ) < 0O, nur instabile abzweigende losungen geliefert haben. Um nun zuachst
fur beliebiges festes ein globales Versandnis des statioraren Problems zu erhal-
ten, transformieren wir es jetzt auf Integralgleichungen. Dabei wird es far den Rest
dieses Kapitels bequemer sein, das Randwertproblem ohneeadSubstitution (2.6) zu
behandeln, d.h. in der urspringlichen Form

U xxxx "(Ux; Juxx =0 (5.21a)
u)=0; u(l)=I; uxk(0) = u()=0; (5.21b)

wobei in (5.21a) wie im weiteren die Schreibweise «(uy; ) (statt «(ux; )) aus-
dreicken soll, da 2 IR ein fester Parameter ist.
Das folgende Lemma bildet den Grundstein dir alle weiteren Betrachtungen:

Lemma 5.4 Fur die Existenz von nichttrivialen Lesungen zu (5.21) gilt:

(i) notwendig ist: es existieren", <1 <" , soda die Geradeg durch ("a; ( "a; ))
und ("p; ( "p; ) im Intervall ("a;"p) echt unter ( ; ) verlauft, es mu also gelten

(") 9o("=0 fur"2f"g;;"pgund ("; ) g(")>0fur "2 ("5;"p): (5.22)
Sei dabeig(") = ¢+ s", d.h.

s=SCa=(( ") (e )b a)
c=c("a;"n) = ( "a; ) S"al (5.23)

dann mu weiter gelten ("; ) s60 fur " 2f";;"pg und damit

") s>0 und " ) s<O (5.24)

(i) Weiter m ussen unter der Voraussetzung (i)"a;"p; S und ¢ so gevahlt werden
kennen, da gilt

Z. " r
l1("a; "o ) = P

_1 2
W (") 9™

fur ein n 2 IN: (5.25)

o

(iii) Unter den Voraussetzungen (i) und (ii) ist die Versch arfung der Bedingung
"a<I<" pzu
"o "a" I 2
IZ("a;"b; ) :: p ﬁ = = - (5'26)
W (") o9() N
notwendig und hinreichend ér die Existenz einer nichttrivialen Lesungu 2 C4(0; 1)
von (5.21).
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R
Beweis. Wir verwenden wieder" = uy, und erhalten, da u(x) = 6‘"( )d genau
dann eine Losung von (5.21) ist, wenn gilt

w00 y= s (5.27a)
"%0) = "q1) =0; (5.27b)
Z,
und "()d =1 (5.27¢)
0
wobei s eine beliebige noch unbestimmte Konstante ist. Setzen wiy; = "; y, = "

und schreiben (5.27a) als Anfangswertproblem
yi =y

=2 s (5.28)

y1(x0) =y ya(xo) = v¥;

so genugt die rechte Seite wegen der Di erenzierbarkeit von einer lokalen Lipschitz-
bedingung, und nach Picard{Lindelef existiert zu beliebigen Anfangsbedingungen eine
eindeutige lokale Losungy : (xo ;Xo+ )! IR2. Weiter unten werden wir sehen, da
wir bei den uns wegen den Randbedingungen (5.27b) interegsenden Anfangsbedin-
gungen stets periodische bsungen erhalten, die damit beschankt und global sind.
Fur die weiteren Betrachtungen integrieren wir noch einmal 6.27a), und erhalten

d d 2_ . go0_ wo_ d "
Sax dx =(C (") 9 —&(l( ,){ZS CJ}
=:f (";s;c)
: (%)2= 2t ("9 (5.29)
r
C o= Zieisig (5.30)

Dabei ist ¢ eine weitere beliebige Konstante, und wir wollen lesungen zu + bzw.
in (5.30) als positiven ("°> 0) bzw. negativen ("°< 0) Lesungsbschnitt bezeichnen.

Sei nun"(0) =: "4, dann mu wegen "q0) 20 gelten

f("a;8,0=0; (5.31)

und weiter
"a; ) s60; (5.32)
dennimFalle ("a; ) s=0ist" "4 "% 0 die eindeutige Losung von (5.28), und

mit (5.27c) folgt "4 = |, wir erhalten also wieder die triviale Losung. Damit ™ f (";s;¢)

reell ist, mu ferner gelten f ("(x);s;c) 0 8x 2 [0;1], und wegenf ("(1);s; ) =0
mu "(x) fur alle x 2 [0; 1] in einem Intervall mit Randpunkten ",;"y liegen fur ein
"b6& "4 mit

f("p,;s;0=0 (5.33)
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und (aus dem gleichen Grund wie bei (5.32))
") s60: (5.34)

Dabei gelte o0BdA "5 < ", im anderen Falle tauschen wir die Bezeichnungen, wir
wollen also in x = 0 mit einem positiven Abschnitt starten. In Abb.5.5.(a) is t die
Situation mit der Einfachheit halber | = s = 0 skizziert.

(a) (b) 1
f(e;0,¢) .

VAR IV
Abbildung 5.5: f (";s;c) und (f (";s;0)) >furl=s= 0, m< < E.

Wir starten nun in xg = 0 mit der L esung von"? = | 2f (";s;0); "(0) = "4, und
bezeichnen mitx; die x{Stelle, bei der wir " = "y erreichen. Falls gilt x; = 1 so
haben wir eine Losung gefunden, im anderen Falleefgen wir bei x; einen negativen
Abschnitt zur Anfangsbedingung "(x1) = ", an. Dabei gilt fur x ! x; 0 wegen
(5.33) "01 0 und wegen (5.28)"%°1 L( (", ) ), also ist " wberall zweimal
stetig di erenzierbar, und insgesamt so glatt wie die reche Seite von (5.28). Der
negative Abschnitt existiert bis x, = 2x1, wo wir wieder " = ", erreichen, und dort
kennen wir gegebenfalls wieder einen positiven Abschnitt aitgen. Es schwankt also
die Verzerrung " im Bereich ['4;"p] und f (";s;c) im fetter gedruckten Bereich der
Kurve in Abb.5.5.(a). Wegen Bedingung (5.27¢) mu dabei geten

"a <<y (5.35)

denn zB.imFall | <" 5 <"pfolgt | <" (x) fur alle x 2 [0;1] im Widerspruch zu
(5.27¢) und analog im umgekehrten Fall. Mit (5.31) bis (5.35 ist (i) bewiesen. Um
weiter insgesamt die Bedingung (5.27b) zu esfllen, messen”,;"p; s und ¢ so gevahlt
sein, da qilt

nx; =1 (5.36)

fur ein n 2 IN. Dabei ist entlang jedes positiven oder negativen Abschittes "° streng
monoton, und die Umkehrung

dx 1 1
2f (":s;0) f(";s;0)

fuhrt z.B. im Falle eines positiven Abschnittes beginnend béxy = 0 auf
r—z.
b dll

x1(")= 3

2 -, Pitso %0
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Aus (5.36) und (5.38) erhalten wir (ii), was noch einmal in Abb.5.5(b) skizziert ist.
Dabei beachte man, da das uneigentliche Integral (5.38) geau dann konvergiert,
wenn (5.24) erkllt ist. Falls gilt  ("a; ) s=0, so folgt nach Taylor

(") 9= (5 )P0 furtt vy
und wegen

p ! = %plﬂ (5.39)
"2(("a; )+ O(M) “("a; )
divergiert das uneigentliche Integral (5.38) an der unter@ Grenze, analog an der
oberen Grenze im Falle «("p; ) s = 0. Bei der genaueren Diskussion von Bedingung
(5.27c) kennen wir uns schlie lich wegen
Z 1 Z X1

1= "x)dx=n  "(xX)dx
0 0

auf einen einzelnen Ast einschanken. Dabei erhalten wir
Z Xl "(X)dx ~ r —Z "b . ||d|| _' I
- 5 H L1 m - .
0 2 . (") 9" n
und damit (iii). Eine aus n Abschnitten zusammengesetzte bsung von (5.27) wollen
wir schlie lich n{&bergangs{Lesung nennen. Man beachte, da einen{¥Ubergangs{
Leosung periodisch ist mit Periodex; = % Da ferner jede nichttriviale Lesung von
(5.1) eine n{Ubergangs{Lesung sein mu, handelt es sich bei den in Abschnitt 5.1 in
einem (; ) mit (I; )= k? 2 verzweigendenAsten wegen der Darstellung (5.6) um
Aste von k{®¥bergangs{Lesungen. Hierauf werden wir in Unterabschnitt 5.2.3 noch
einmal zureickkommen. 2

(5.40)

Bemerkungen und De nitionen: Mit Lemma 5.4 ist die Aufgabe, eine nichtriviale
Leosung von (5.1) zu nden, dazu transformiert, Paare ('3;"p) zu nden, soda mit
(s;©) gegeben durch (5.23) die Bedingungen (5.22), (5.24) sowiie Integralgleichun-
gen (5.25) und (5.26) ertillt sind. Dies fehrt zu folgenden De nitionen:

Zu gegebenem wollen wir Paare ("4;"p) 2 IR?, soda (5.22) und (5.24) erfullt sind,
als zul assig bezeichnen, und dieMenge dieser zul assigen Paare als ( ).
Entsprechend kennen wir auch Paare §;¢) IR? zulassig nennen, sofern passende
"a;"p existieren, soda (5.22) und (5.24) erhllt sind. Diese Sprechweise wird z.B. in
[CGS84] verwendet, und wie dort bezeichnen wir digvlenge der zul assigen (s;c){
Paare als ( ).

Durch (5.23) ist nun eine Abb. T(; ): ( )! ( ), ("a;"n) 7' (s;¢) gegeben, die
o ensichtlich bijektiv ist f wr M. Im Falle > \ kennen jedoch zu gegebenen
(s;0) 2 ( ) zwei verschiedene Paare"él);"f)l)) und ("9;"3)) existieren, soda (5.22)
erfullt ist. Dabei gilt jedoch stets

u(al) <" E)l) < 0 <" (a2) <" l()2)’ (541)

und nur eines der beiden Paare kann die Bedinguntjy <1< " y erfellen, soda wir in-
formal (d.h. fur >\ unter Angabe vonl) stets eine 1 : 1{Beziehung zwischen ()
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und ( ) erhalten. Damit k ennen wir I 1 und I, auch alsli(s;c) := Ii("a(s;0);"p(S; 0),

i =1;2uber () betrachten, wofer wir dann der Einfachheit halber I (s; ¢) schreiben.
Eine Veranschaulichung der Mengen () bzw. ( ) fer verschiedene Temperaturen
folgt im nachsten Unterabschnitt, und bildet die Grundlage fur die Diskussion der
Integrale 11(; ) und I2(; ) wberihrem gemeinsamen De nitionsbereich ( ) in Un-
terabschnitt 5.2.2.

Der Grund fur die zweigleisige Vorgehensweise liegt darin, da wir dieMengen ( )
fur anschaulicher halten, wohingegen in der Literatur, inskesondere in [CGS84]l1;1>
eblicherweisewmber () diskutiert werden.

Interpretieren wir weiter die Ortsvariable x als Zeit, so gibtl1("a;"p; ) die Zeit x; an,
die eine Losung berotigt, um im Phasenraum IR? vom Punkt ("4;0) zum nechsten
Schnittpunkt (",;0) mit der "% = 0 Achse zu gelangen. Daher stammt der Name
Time{Map . Das Integral | 2("4;"p; ) ergibt die Dehnung beix; und sei im weiteren
als Dehnungs{Map bezeichnet.

Man beachte, da es nach Lemma 5.4 im weiter(ipﬁrum gehen wdk, fer ei E
IN Schnittpunkte der H ehenlinien 11("5;"p) = 1=n" 2= und I2("a;"p) = 1=n 2=
eber () zu nden. Aus einem Tupel ("4;"p) 2 ( ) erhalten wir dann genau zwei
Lesungen von (5.1), und zwar"1( ) mit "1(0) = "5 und die um die halbe Periodex;
gegember " verschobene bsung",( ) mit "»(0) = ",. Diese beiden losungen besitzen
stets genau die gleichen Eigenschaften im Sinne von freiemd innerer Energie usw.,
und fur den Rest dieses Kapitels werden wir stets bsungen mit"(0) = ", betrachten,
ohne weiter zu ervahnen, da die gleichen Eigenschaften auchefr die verschobene
Lesung mit "(0) = "y gelten.

Damit ist nun G ( ;1) durch die Tupel ("4;"p) parametrisiert, und es erweist sich als
zweckma ig, diese Parametrisierung zu schreiben als

r > r >
= 12("a;"p; ) =

Sk

Ghr(:1)=f("a"mun) 2 () IN:li("ai"s )= r!— -g;
also das durch (4;"p) gegebenen 2 IN in Gi( ;1) (formal redundant) mit aufzu-
nehmen. Man beachte, da die Existenz einer Parametrisierag von Gy ( ;1) durch
Tupel (y1;y2) 2 IR? trivial ist, und wir G ( ;1) z.B. auch durch Tupel ("(0);"%0))
parametrisieren kennen. Der Wert von G, liegt in der analytischen Zuganglichkeit
und in der (unter gewissen Schwierigkeiten) numerischen Bechenbarkeit.

Schlie lich weisen wir noch darauf hin, da fur feste ;" 5;"p unmittelbar nach (5.38)

x1= O( 2) (5.42)

gilt, was fer das stationare Problem den Kern der Bedeutung der Ge e von  aus-
macht.

5.2.1 Die Mengen ( ) und ( ) zulassiger Paare

Ziel dieses Unterabschnittes ist, eine Anschauung der Merajn () bzw. ( ) zu geben
und dabei einige wesentliche Begri e einzuihren. Ferner notieren wir ein einfaches
Korollar aus Lemma 5.4.(i).

In Abbildung 5.6 sind fer verschiedene Temperaturen links () ("p mber "), rechts
() (cwuber s), und dazwischen jeweils Beispieleefr zu verschiedenen ;" p){ bzw.
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(s; 0{Paaren geherende Geradeng an ( "; ) skizziert. Die Funktion ( ; ) g()
ergibt sich dann, indem der linke (= ") und der rechte (= ") Endpunkt des fett
gedruckten Abschnitts auf Null geschoben werden.

Aus (5.22), (5.24) ist dabei klar,da ( )bzw. ( )feralle (far >  leere) oene
Mengen sind. Bei der Beschreibung von () geht es vor allem darum, die Rander in
geeignete Teile zu zerlegen undef diese Bezeichnungen einzaihren, auf die wir uns
bei der Diskussion vonl; und |, beziehen werden, da insbesondere das Verhalten von
I, mber () (bzw. ( )) zu den Randern hin wesentlich sein wird.

Die Skizzen wurden mittels des Programms Mathematic® berechnet #ir in der
Form (2.10) mit den Daten aus (2.12). Insbesondere ist auch & nur von abhangige
Teil o )= c (C1 In())+ C, mit berecksichtigt, was sich in der Ordinate von
cin ( ) auswirkt. Dabei haben wir C; = 7:5 gesetzt und uns #r die Normierung
Co= ¢ m(C1 In ) entschieden, soda (0; m)= o m)=0% Im einzelnen
gilt nun fur die verschiedenen Temperaturen:

@ = wm = 348:75: ( wm) ist das skizzierte ,abgerundete Dreieck\, und wir
zerlegen den Rand@( ) wie angegeben in die drei Teille@( wm), i = 1;2;3.
Esist @( wm) gegeben durch Io(m) "a="p Il2(m),und @( wm) und
@ ( wm) tre en sich im sogenannten Maxwel{Punkt Py = (" ((m);"+( m)),
dessen BildT (Py ; m) =: ('So;Co) unter T(; w) wir ebenfalls als Maxwel{Punkt
Pv bezeichnen. Eine Erauterung dieses Begri es folgt weiter unten.

Die Bilder von @( wm), i =1;2;3 unter T sind in ( ) analog bezeichnet.
Qualitativ gleiche ( ) und ( ) erhalten wir fur alle < .

(b) m < =360< g:Fur > |\ entsteht wegen der Konvexi@t von bei " =0
eine nach innen wachsende Beule zwischén = "= I1( )und "3 = "p = 11( ),
die bei = 360 die skizzierte Form angenommen hat, und deren Rand wir rit

@ ( ) bezeichnen.T(@ (360); 360) liegt nun im Innern von (360) nahe dem
zur zweiten der mittleren Skizzen gelorenden (s; c){Paar. Die restlichen Rander
werden analog zu (i) abgebildet.

(c) =370 < g: Besagte Beule ist so gro geworden, da (370) in drei disjunk-
te Gebiete zerhllt, bezeichnet mit  (370), m(370), +(370). Zusatzlich zu
Pwm (370) erhalten wir nun Punkte P,, , die wir als Neben{Maxwell{Punkte be-
zeichnen wollen. Eine Erkuterung dieses Begri es folgt unten und abschlie end
in Abschnitt 5.5. Um nicht zu umst andlich zu werden sind nur die auff"; = "pg
liegenden Rander von  (370) bezeichnet, und auf eine Beschreibung der Bilder
von @370) unter T( ;370) verzichten wir ganz.

(d A< =380< k: () zerfallt fur e in die zwei Gebiete () und
+()mit "5 <"y < 0bzw. 0<" 4 <"y, und wir erhalten zwei Maxwell{Punkte
Py (380). Zusatzlich sind in der (380){Skizze die Geraden ", = 13(380) und

"p = 14(380) eingezeichnet, dies bezieht sich auf Korollar 5.5.

(380) ist nur f er 4 ( ) eingezeichnet. Man beachte, da ( ) wegen der Symme-
trie von stets symmetrisch ist zur Geraden "5 = "y, sowie ( ) symmetrisch
zur Geradens = 0.

4Angaben zu C; und C; fehlen in [Bub95]
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Abbildung 5.6: Beispiele zulhssiger Mengen ( )und ( ) fur = ;360 370 380.
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Far ! k schrumpfen die beiden Teilgelaete von () auf die Punkte (I ;1)
hin zusammen, mitl = l13( k)= 1l( k)= 3 2=10 3 0:.053, und fur > g
ist () leer und es exitieren keine nichttrivialen stationaren Lesungen.

Das folgende Korollar aus Lemma 5.4.(i) fat die Bedingung& zusammen, unter
denen keine nichttrivialen Lesungen von (5.21) existieren &nnen:

Korollar 5.5 Es besitzt (5.21) keine nichttriviale Lesung #ir
(i) eundjlj  "+()
(i) « und | beliebig.

Weiter existieren Kurven I3 : [ g; k]! [0:1a( k)], la:[e; k1! 20 k):"+( )],
soda

(iii) fur g k undjlj 13( ) oderjlj la()
ebenfalls keine nichttriviale Losung von (5.21) existiert.

Abbildung 5.7 soll nun noch dazu dienen, die Maxwell{Punkte sowie die zugebrigen
Maxwell{Linien zu erl autern, sowie die Kurvenlz und l4 in der {I{Parameterebene
zu veranschaulichen. Zuvor geben wir noch folgende De nittn der Maxwell{Linie:

De nition 5.6  Zu gegebenen(l; ) bezeichnen wir eine Geradegy als Maxwell{
Linie, wenn gilt: es gibt" <I<" ,soda (" ) gu(")>Ofur"2 (" ;" )und
vongy in" und" tangential geschnitten wird. Schreiben wir wiederg(") = c+ s",
somu also gelten (" ;) s= (";) s=0.

Im { "{Diagramm Abb.5.7(a) ist fer > g und positive Verzerrungen die ( ; )
konvexi zierende Maxwell{Linie gu () eingezeichnet, durch deren Schnittpunkte mit

die Stellen " = I3( ) und " = I4( ) gegeben sind. Rir g verbindet gy die
Punkte (" (); (™ (); Dund ("+(); ( "+(); ), dort k ennen wir alsol4( ) durch
"+ () fortsetzen, vgl. gu in Abb.5.7(c). Die Maxwell{Linie gy stellt das In mum der
in Lemma 5.4.(i) beschriebenen zwssigen Geraden dar, e#fllt selbst jedoch nicht
die notwendige Bedingung (5.24), und mngt direkt mit nichttrivialen L esungen von
(5.27) fur =0 zusammen, die die freie Energie minimieren, siehe Absclhin5.4. Die
Schnitt(Berehr{)punkte " ;" wvon gy () mit ( ; ) ergeben zusammen gerade den
Maxwell{Punkt Py = (" ;" )in ( ). Dementsprechend erhalten wir &ir > g
zwei Maxwell{Punkte P,,( ) und Py ( ). Weiter existiert ein y < < g, soda
fur < < g Punkte P,, existieren, die ebenfalls Maxwell{Linien gen& De ni-
tion 5.6 ergeben, siehe Abb.5.7(c). Diese Punkte und die z@erigen Linien wollen
wir jedoch nicht als Maxwell{Punkte bzw. Linien betrachten, sondern als Neben{
Maxwell{Punkte (Linien) bezeichnen. Die Begrendung hierfer folgt in Abschnitt 5.4.
Als Aquivalent von gy wird in das zu geh orige {"{Diagramm die Gerade s
eintragen und dort ebenfalls Maxwell{Linie genannt, siehedie {"{Diagramme in
Abb.5.7(b). Die Maxwell{Linie kann auch direkt im {"{Diagramm konstruiert wer-
den gene I\/Izaxwells .equal{area{rule\, denn wegen

(5) s@'=(") (") st
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Abbildung 5.7: zu I3 und l4, gegeben durch die Maxwell{Linie gy , die Maxwell{Linie
im {"{Diagramm und Maxwells ,equal{area{rule\, Haupt{ und Neben{Maxwell{
Linien fur gewisse , sowie die Kurven" , l1;l5;13;14 in der {I Parameterebene.

meissen die beiden schra erten Gebiete die gleiche Fiche haben. In Abb.5.7(d) sind
schlie lich noch fur in der Form (2.10) mit den Daten aus (2.12) die expliziten
Kurven |1; lound";;" eingezeichnet, sowie das qualitative Verhalten vorz und
l4. Fur ( ;1) aus dem schra erten Gebiet existieren keine nichttrivial en stationaren
Lesungen.

Bemerkung 5.5 Falls ( ; ) ein double{well Potential ist, wird die Maxwell{Linie
eiblicherweise unabhlangig von| de niert als die ( ; ) konvexi zierende Gerade gy ,
die die beiden Minima (" ; (" (); Jund (" ; (" (); )) verbindet. Anschlie end
erhalt man fur die Existenz nichttrivialer L esungen von (5.1) die notwendige Be-
dingung " () <l <" 4()anl. Fur g < < ( benetigen wir jedoch zwei
Maxwell{Linien, um ( ; ) zu konvexi zieren. Deshalb sprechen wir von einer zu
(;1) geherigen Maxwell{Linie. Unter Vernachl assigung der zu PunktenP,, geheren-
den Neben{Maxwell{Linien erhalten wir damit f wr alle (I; ) entweder keine oder eine
eindeutige (Haupt{) Maxwell{Linie, und Korollar 5.5 gibt a n, fer welche Werte von
(:1) keine Maxwell{Linie existiert.

5.2.2 Die Time{Map und die Dehnungs{Map

Zunachst fassen wir einige analytische Resultate betre des Mdaltens von I, zu
den Randern von () hin zusammen, da dieses von wesentlicher Bedeutung ist. Ba
Verhalten von | ; zu den Randern hin kennen wir dann aus dem vonl ; ableiten. Bereits
aus (5.39) ist klar, da I1(; ) fur ("a;"p)! @ )n@( ) gegen +1 geht, da das
Integral an der unteren oder an der oberen Grenze divergiertEin etwas anderer aber
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ahnlicher Eekttrittf mr p»y < und( 4 p)! @( )mit "< 0und"y> 0 auf. In

diesem Fall entsteht im Innern des Integrationsintervals éne Singularitat der Ordnung

" 1 siehe die zweite der mittleren Skizzen in Abb. 5.6(b), und 1 geht ebenfalls gegen
unendlich.

Dementsprechend wird die numerische Berechnung voly und I, fer ("4;"p) ! @ )n

@ () immer schwieriger, da die Singulariaten der Integranden am unteren oder
am oberen Endpunkt ", bzw. ", des Integrationsintervalls immer starker werden,

(oder eben der Integrand im zuletzt beschriebenen Fall im Imern von ['5;"p] gegen
unendlich geht), wohingegen die numerische Berechnung van und |, von @ ) weg

unproblematisch ist.

Fer ("5;"p) ! @ ( ) gehen die Singularimten bei",; und "y, ebenfalls gegen die Form
" 1 jedoch geht gleichzeitig die lange", "a des Integrationsintervalls gegen Null.
Hier gilt nach [Sch84], Lemma 3.2, formuliert mit unseren Beeichnungen folgendes:

Lemma 5.7 Essei (; )2 C%IR) und (m; )< O (mit letzterem ist 11("a;"p; )
fur "3 % m und "y, & m wohlde niert). Dann gilt

p_
2
I]_("a;"b; ) I 'p% fur "a % m Und "b &. m: (543)
«(m;
Dieses Lemma beschreibt uns das Verhalten vom("a;"p; )! @ ( ) mit Ausnahme
der Punkte "5 = ", = l1.2( ), sowie fur =  des Punktes"; = ", =0, in welchen

«("a; ) =0 qilt. Man beachte, da (5.43) die Konsistenz der Behandlung von (5.27)
als Bifurkationsproblem in Abschnitt 5.1 und mittels der Ti me{Map zeigt, denn

1r 2 pi
E — :I |1("a;"b; ) ! 'p% fur "a % m und "b& m
«(m;
, (" )= k2?2 . (m)=k®% (5.44)

Der Beweis des Lemma in [Sch84] beruht auf einer trickreictre Rgparametrisierung
des Integrationsintervals, dem Mittelwertsatz und auf der Formel 01 pll—yzdy = 3,

und liefert im Fall -(m; ) = O das Ergebnis I1("a;"p; ) ' 1 fur "3 % m und
"b & m.

Ein weiteres wichtiges Resultat der Reparametrisierung ds Integrationsintervals ist,
[Sch84], Theorem 3.3, da |1(; ) in einer Umgebung einesm mit «(m; ) > 0 dif-
ferenzierbar von", und ", abhangt. Diese Analysis wird nun in z.B. [SZ93] und in
[Zhe95], Kapitel 5, fortgefuhrt, wobei ( ) als double{well Potential vorausgesetzt
wird, und wir fassen die Ergebnisse wie folgt zusammen

Bemerkung 5.6 Speziell #r ( ") = ‘—11("2 1)?, und damit fur analytisch, wird in
[SZ93] gezeigt, da |, und | , mber den Zusammenhangskomponenten von analytisch
von ("4;"p) abhangen. Damit sind fer jedes n die n{Abschnitt{L esungen des (5.27)
entsprechenden Randwertproblems
Z,
n00= w3 w5 Q)= "q1) =0; "dx = | (5.45)
0

Seine megliche Abhangigkeit von einem Parameter wie unterdr eicken dabei
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durch die Schnittpunkte zweier nicht identischer analytischer Kurven (passenden
Hehenlinien von I und |,) auf beschmnktem Gebiet in der " {",{Ebene gegeben,
soda nach dem Identitatssatz fur Potenzreihen nur endlich viele Losungen existie-
ren, und diese liegen damit isoliert inH} (0; 1). Dabei ist 1; nach unten beschankt
(ebenso bei unsl1(; ) fur festes , siehe (5.46)), soda n{Abschnitt{L esungen nur
fur n Kleiner einemnpax existieren, und damit existieren insgesamt nur endlich viée
Lesungen von (5.45).

Zumindestim Falle ( ; ) analytisch in " scheint dieses Vorgehen auf das von uns be-
handelte Problem ubertragbar zu sein, d.h. wir behaupten, da in diesem Falll; und
I, mber jeder Zusammenhangskomponente von () analytisch von "3;"p abhangen.
Damit h atten wir schlie lich (f ur festesl und ) die Isoliertheit der station aren Lesun-
gen bewiesen. Hierauf verzichten wir jedoch, unter anderenmit R ecksicht auf den
bereits betrachtlichen Umfang dieses Kapitels. Eine erste Schwierigkeliegt ferner
darin, da die in [Sch84] eingekihrte Reparametrisierung von ['g; "] voraussetzt, da
zwischen", und ", genau eine Nullstelle von ("; ) s liegt, was im Falle eines
triplefwell{ im allgemeinen nicht der Fall ist. BD

In den Abb. 5.8 und 5.9 sind nun die Ergebnisse der Berechnungon | 1("4;"p; ) und
12("a;"p; ) wber () fur = yu und =360 unter Verwendung der Mathematica{
Routine Nintegrate dargestellt.

Die numerische Integration wurde stets abgebrochen, wenndi maximal 6{facher re-
kursiver Verfeinerung der Stitzstellen zu ", und ", hin (MaxRecursion->6) das Inte-
gral nicht auf mindestens 8{Stellen genau konvergierte PrecisionGoal->8 ). Hieraus,
sowie aus der Tatsache, da die Mathematica{RoutinePlot3d nur mit fester Schritt-
weite arbeiten kann, resultiert das (zu gro e) Loch in Abb.5.7(al) bei"; = ", =0,
sowie die etwas unschnen Zacken in den globalen Darstellungen Abb. 5.8(al),(bl
und die mangelhafte Berechnung zu den BRndern @, @ und @ hin. Aus diesem
Grund haben wir den gro en Abbildungen jeweils die kleinen @2),(a3) und (b2),(b3)
angeheftet, die beispielhaft das Verhalten vonl ; bei Py ( ) verdeutlichen sollen, wel-
ches uns ab Abschnitt 5.4 besonders interessieren wird. Mabeachte, da wir in
diesen Abbildungen jeweils die sehr kleinen Ausschnitte'[ ( )=(1+10 );" ( )=(1+
10 6] ['+()=(1+10 ©):".()=(1+10 7] mit einer Seitenlange von ungehr 10 ’
betrachten.

Auch bei der Berechnung der Hbhenlinien in den Abb.5.8(cl) und (c2) tut sich Ma-
thematica aus den genannten Ganden schwer. Dennoch werden wir diese iméachsten
Unterabschnitt zur Interpretation des globalen Bifurkati onsverhaltens verwenden, und
deshalb hier nicht weiter kommentieren. In Abb.5.9 folgt das Verhalten von I,(; )
mber ( )fur = \ und =360. Dabeiist klar, da |, (bis aufden Fall"; = ")
analog zul, fur ("a;"p) ! @ )n@ ( ) singular wird, da der Integrand von |, zu
den Randern des jeweiligen Integrationsintervalls { 5;"p) die gleiche Struktur wie der
von |1 aufweist. Anschaulich gesprochen werden die Singulagiten des Integranden
von |1 in 1o mit "5 bzw. " gewichtet. Eine wesentliche Konsequenz hieraus ist, dal »
(far < g)in jeder Umgebung von Py ( ) jeden beliebigen Wert annimmt, da wir
die Geradeg nahe Py ( ) stets ein wenig so verschiebenénnen, da die Singularitat
von ( g) 72 bei", < 0 oder die bei"p, > 0 wberwiegt, und fur ", = ", heben sie
sich gegenseitig auf.

In den Plots von Abb.5.9 krankt dabei die Darstellung wiederdaran, da Mathematica
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Abbildung 5.8: Numerische Berechnung vonl 1(; ) eber ( ) fur = y; =360.
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nur mit einem festen Raster arbeitet. Dennoch & t sich erkennen, wie alle Hohenlinien
von |, auf Py () zulaufen. Beaiglich des Verhaltens vonl, nicht nahe Py () lassen
wir die Skizzen in Abb.5.9 fur sich sprechen.

Schlie lich sind noch in Abb.5.101; und |, uber *(380) geplottet. Da |, in " (380)
nur noch positive Werte annimmt, erhalten wir hier ein qualitativ wesentlich anderes
Verhalten als in den Abb. 5.9(a3) und 5.9(b3), und insgesamhaben sich die Formen
der Hehenlinien von 11 und I, aneinander angemhert. Da die Singularit aten von
( g) ¥ im Integranden von |, nun mit 0 < ", < "}, gewichtet werden, ®ihrt
anschaulich dazu, da die entlang von @ ™ (380) verlaufenden Hohenlinien von I,
im Vergleich zu denen vonl; bei Annaherung an @ *(380) ,spater nach unten
abbiegen\.

Insgesamt bemerken wir, da eine umfassende numerische igssion vonli und I,
eber ganz () (und fur viele verschiedene Temperaturen), welche das eigenthie
Ziel des Verfassers efr diesen Unterabschnitt war, mit den Mathematica{internen
Funktionen kaum meglich ist. Insbesondere ér ("5;"p) ! @ )n@( ) kennen
die globalen Skizzen kaum mehr leisten, als das beschriebemualitative Verhalten
zu veranschaulichen. Rir ("a;"p) ! @ ( ) soll jedoch noch Abb.5.11 zeigen, da
wenn die numerische Integration mit den elngesﬁellten Optonen ein Ergebnis liefert,
dieses hinanglich genau ist. Es ist zurachst p— durchgezogenen dargestellt,

m 2 (0:005 0:075). Die dazugeplotteten Punkte smd das Ergebnis der nunméschen

Integration von [;(m;m+10 10 4 M ), m =0:005 0:007:::;0:073. Fur m  0:003,

m  0:075 konvergierteNIntegrate nicht, und ebenso bei Verkleinerung des Integra-
tionsintervalls fer weitere m 2 [0:003 0:075].

Die aufgekihrten numerischen Schwierigkeiten éir ("a;"y) ! @( ) fehren ferner zu
folgender Uberlegung bzgl. der Wahl von fer weitere numerische Berechnungen: Da
wir insbesondere ann{Ubergangs{Lesungen mit kleinemn interessiert sein werden,
werden wir  im weiteren hinreichend verg® ern messen, um uns mit ('5;"p) SO weit
von @ ) zu entfernen, da beim Leosen von (5.25) und (5.26) die Singulariaten der
Integranden von | ; und I, noch angemessen integriert werdenénnen.

Je mehr wir jedoch vergre ern, desto weiter entfernen wir uns von der physikali-
schen Grundannahme, da die Grenz achenenergie klein ist. Mathematisch gesehen
bedeutet ein Vergm ern von , da wir (bei fester Temperatur) die Menge der nicht-
trivialen station aren Lesungen immer weiter vereinfachen, daefr

r_—
1

T minfly("a " ) (Mas) 2 ()

N>nNmax(; )= (5.46)

keine n{ Ubergangs{Lesungen mehr existieren. Bei derefr Abb.5.8(al) durchgefehrten

Rechnung haben wir z.B.Nmax( m;2) = 22 erhalten, woraus Nmax( m;2 10 19)

22 10 folgt. Interessanterweise wird dieses Minimum nicht im Inrern von ( )

angenommen, sondern auf@ ( v ), und ist damit gegeben durch die vier Losungen
I I olioae s, der Gleichung — +(; m) = ?n7 .., siehe auch den mchsten
Unterabschnitt.

Dem monotonen Fallen vonnmax(; ) in - entspricht in der {I{Parameterebene eine
Verschiebung der Kurven von Bifurkationspunkten nach links. Ferner ist Npax(; )

monoton fallend in , was der ineinandergeschachtelten Form der Kurven von Biftr
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Abbildung 5.9: Numerische Berechnung vonl»(; ) wber ( ) fur = py; =360.
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Abbildung 5.10: Numerische Berechnung vonl 1( ; 380) und I ( ; 380) uber *(380)

Abbildung 5.11: Vergleich der nuprrlerischen Berechnung vor{(m;m +10 4; ) mit
dem analytischen Grenzwertp—2—.

(m; m)
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kationspunkten entspricht, zu beidem vgl. auch Abb.5.1, urd insgesamt ist klar, da
Nmax(; ) fur alle  wohlde niert und kleiner 1 ist.

5.2.3 Bemerkungen zur globalen Bifurkation Il

In diesem Abschnitt interpretieren wir die Hehenlinien vonl1 in den Abb.5.8(c1),(c2)
und Abb.5.10(cl) in Hinblick auf die am Ende von Unterabschritt 5.1.2 formulier-
te Vermutung zum globalen Verhalten der bifurkierenden Aste. Um eine einfache-
re Sprechweise zu ermglichen, denken wir uns dabei = 2, soda eine Hehenli-
nie zu I1 = 1=n konkret einen Ast von n{®&bergangs{Lesungen ergibt. Auf Grund
von Abb.5.8(cl) folgern wir nun zunachst far = |, fest folgendes globales Bi-
furkationsszenario, und veranschaulichen dieses symbsth in dem {I{Diagramm in
Abb.5.12(b), wobei Abb.5.12(a) das zugebrige {I{Diagramm vor Augen fehren soll.
Man beachte, da nach Lemma 5.7 die im weiteren mitl, ; 2f ;+g bezeichneten
Stellen gegeben sind durch Bsungen von

«(; )= n* % (5.47)
was den Zusammenhang der Abb.5.8(c1),(c2) und 5.10(c1) zul#schnitt 5.1.2 liefert.

() Betrachten wir zun achst die in Abb.5.8(cl) halbkreisbrmig um "5 = "y, = 0
herumlaufenden Hohenlinien vonl; zu |1 = % n = 2:;5,10;12 so starten diese

jeweils an dem Punkt",; = ", =: I,* < 0 aus dem trivialen Lesungsastf" Ig
und kehren in"; = "p = I¥ > 0 zu diesem zueck. In diesem Sinne sind die
Punkte |,* und I} in Abb.5.12(b) durch einen Ast von n{&bergangs Losungen
verbunden.

(i) Ferner erhalten wir in Abb.5.8(cl) genau drei Heohenlinien zul; = %5 die ein
qualitativ wesentlich anderes Verhalten als die in (i) aufweisen. Die erste sei die
geschlossene Kurve ohne Verbindung zum trivialen @ésungsast. Fir diese folgern
wir, da die zugeherigen Lesungen auf keinem Ast liegen, der aus den trivialen

Lesungen bifurkiert (bei = y fest).

Die beiden anderen Hbhenlinien zul; = % verbinden nun jeweils unterschiedliche
Punkte auf dem trivialen Ast, die jedoch jeweils nicht symmerisch zu | = 0 liegen.
Stattdessen sind jeweils die Punktd,s und |2 bzw.|; undljz in Abb.5.12(b)
durch Aste von 15{&bergangs{Lesungen miteinander verbunden. Dabei istn =
15 das kleinsten bei dem wir dieses Verhalten erhalten haben. Entsprechende

(iii) Schlie lich deuten die auf Grund der numerischen Schwerigkeiten in Abb.5.8(c1)
jeweils sehr kurzen Fohenlinienabschnitte nahe@( n)n@ ( ) die Verbindung
der Punkte I, und Ij; in Abb.5.12(b) durch einen Ast von 12{tbergangs{
Lesungen an. Entsprechend sindefr alle k = 1;:::; 14 jeweils die Punktel,, mit
k =1;:::;14 durch solche einmal um die inneren Bifurkationsste herumlaufen-
den Aste miteinander verbunden.

Fur = | tritt also bei n = 15 ein ausgesprochener Wechsel des globalen Bi-
furkationsverhaltens tritt. F ur = 360 hat das entsprechenden den Wert 10, siehe
Abb.5.8(c2). Bezeichnen wir nun dieses jeweiliga alsng( ), So ware in einem rachsten
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Schritt interessant, zu untersuchen, wie diesesi von abhangt. Dabei hat =
zunachst insofern eine Sonderstellung als da ¥r > |\, die Gleichung (5.47) #r
1 n  nmax Stets genau vier losungen hat. Rir <y hebt sich das Minimum
«(0; ),von  «(; ), soda (5.47) fur kleine n nur noch genau zwei losungenl,
und I;* hat, und diese mussen durch einen Ast vonn{Ubergangs{Lesungen verbun-
den sein.
Ferner existiertein yy < < g,soda ( )fur > den Zusammenhang verliert,
vgl. Abb.5.6 von (b) nach (c). Deshalb sind fr > stets Punkte I, und I, *
bzw. I} und I;* miteinander durch Aste von n{®bergangs{Lesungen miteinander
verbunden. Dies ist fir =380 in Abbildung 5.12(d) skizziert, vgl. die Hehenlinien
von I1(; ) in Abb.5.10(cl).
Eine weitere Konsequenz aus dem Zerfallvon () fuar < ist,da fur < < g
die n{Ubergangs{Lesungen nahePy ( ) (vgl. Abb.5.6(c)), die uns fur den Rest dieses
Kapitels besonders interessieren werden, wie auch die zursten in (ii) beschriebenen
Hehenlinie von |1 = % gehorenden Lesungen nicht auf einem bei festem aus den
trivialen L esungen verzweigenden @sungsast liegen.

Abbildung 5.12: Skizzen des behaupteten globalen Bifurkabnsszenario

Bemerkung 5.7 Wie in der Einleitung zu diesem Kapitel bereits erwahnt, werden

wir die Behandlung von (5.1) als globales Bifurkationsprollem unter Verwendung der
Time{Map nicht mehr vertiefen, und damit die obigen gro tei Is aus der numerischen
Berechnung vonl; abgeleiteten Folgerungen in dieser Arbeit nicht mehr analyisch

eberprefen, soda diese primar Behauptungen darstellen
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Dennoch haben wir gezeigt, wiedr festes die Time{Map sowohl analytisch als auch
in gewissem Ma e numerisch eine globale Charakterisierungler bifurkierenden Aste
von n{Ubergangsbsungen ernpglicht. Man beachte noch, da nach Berechnung einer
Hehenlinie C der Time{Map in (humerisch) einfacher Weise | entlang von C durch
Auswertung der Dehnungs{Map berechnet werden kann, und dar z.B. auch der
Typ einer Verzweigung aus einem Punktl, , 2f ;+g.

Im nachsten Abschnitt prasentieren wir noch einige konkreten{ &bergangs{Lesungen
und schlie en damit die numerischen Berechnungentfr dieses Kapitel ab.

5.3 Numerische Beispiele f ur n{¥bergangs{L esungen

Zur konkreten Berechnung einigem{ &bergangs{Lesungen schanken wir uns zumachst
auf den Fall < g; | =0;s =0 ein. Damit erhalten wir sofort "3 = "p, und fur
jede Wahlvon (0; )>c> (" (); )sind (5.22), (5.24) und trivialerweise auch
die Bedingung (5.26) er#llt. In Abb.5.13 ist nun fur =2 10 ®und = 360 das
Verhalten von | ; eingeschankt auf (360) \f "= "pg, alsoli( "p;"p; ) geplottet,
wobei far ( "p;"p) ! @ (360) und ( "p;"p) ! Pwm (360) die Plotschrittweite stark
verkleinert wurde, und noch einmal das ausgesprochen singare Verhalten von |1 fer

a'p)! @ )n@( ) deutlich wird.

Abbildung 5.13: I1( "p;"p; 360), "l()l), "l()z), soda wir 1000{Wbergangs{Lesungen er-
halten fur =2 10 5.

Bei der Rechnung #ir Abb.5.13 haben wir minfl1( "p;"p;360) : ( "p;"p) 2 ( )Q
0:000275 erhalten, worausimax(360;2 10 5) fraz "ug 3636 folgt. Man erhalt dann

fur jedes 1 n 3636 genau zwei bsungen"f}) und "ff) von (5.25) und damit n{

Ubergangs{Lesungen unterschiedlicher Art, deren Formen sichsfr n ! npnax €inander
annahern, und deren Eigenschaften manefr kleine n wie folgt charakterisieren kann:
Bei der ersten Sorte gilt" () <"a " ();"p "+#()unddamit ( "+; )<c

( "+; ). Die Geradeg aus Lemma 5.4 ist (&r kleine n) nahe der Maxwell{Linie gy ,

und ("a;"p) ist nahe dem Maxwell{Punkt Py ( ). Der Draht ist im wesentlichen in den

beiden Martensit{Phasen, und die®bergange zwischen deM {Phase (d.h." nahe bei
"a) und der M. {Phase (" nahe"p) geschehen innerhalb sehrdnner Ubergangsgebiete.
Diese Losung wollen wir alsn{M {M . {Phasenebergang bezeichnen.

Bei der zweiten Sorte gilt (0 ; )>c (0 ; ), und die Lesung besteht aus go eren

Gebieten in der Austenit{Phase mit dennen Martensitgebieten an den Randern und
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weiteren dennen Martensitgebieten im Innern fur n > 1, was wir fortan als n{M {
A{M. {L esung bezeichnen. Dabei wird kein,echtes\ Martensit erreicht, sondern die
Lesung bleibt nahe der Austenit{Phase.

Wir geben nun durch numerische Integration mit einer Art Schie verfahren berech-
nete Beispiele von 1000¢bergangs Losungen,n{tbergangs{Lesungen &r wesentlich
kleinere n konnten wir nicht numerisch sinnvoll berechnen. Dazu geherwir wie folgt
vor: fur feste Temperatur und festel und s (zunachst| = s = 0) wird (anfangs
durch Ablesen aus Abb.5.13)",; gewahlt, woraus sich sofort ¢ ergibt. Dann wird
(5.30) mit dem Runge{Kutta{Verfahren vierter Ordnung mit S chrittweitensteuerung
und Anfangsbedingung”(0) = 0 von x = 0 bis x = 0:0005 integri&rt_. Diese losung"~

von (5.30) wird akzeptiert, wenn bei x = 0:0005 erstmalig"®= 2 c<10 ¢

gilt, andernfalls wird ", geeignet modi ziert. Da im Fall | = s=0; f symmetrisch
ist, wird dann " : [0;0:001] ! IR mit "(x) = *(x 0:005) fur x 0:0005 und
"(x) = ™0:001 x)fur0 x 0:005 als 1{Ubergangs{Losung fir x 2 [0;0:001]
betrachtet. Durch Anfeigen der entsprechenden negativen/positiven Abschnitte e
halten wir schlie lich n{®bergangs{Lesungen auf [)n 0:001], wobei wir uns in den
folgenden Abbildungen stets auf das Intervall [90:001] einschanken.

Fur =360und =2 10 ° zeigt Abb.5.14 die ersten beiden Beispielesf die beiden
beschrieben, Sorten\ von L esungen. Es sind von oben nach unten jeweils (;360) c,
die Verzerrung", die Krummung"°sowie"°mit logarithmischer Skalierung dargestellt.
Diese letzte Darstellung soll das Verhalten von'®zu den Randern hin verdeutlichen.
Dazu geben wir die wichtigen G® en wie folgt an, (gerechnet wurde mit 18 Stellen
Genauigkeit):

in (@) gilt: ¢ (0 ;360)= 7:75589 ( " (360);360) (O ;360),
c (" (360)360) 03 10 12,", " (360)=0:63 10 .

in (b) gilt: ¢ (0 ;360) = 0:14458 10 2und ", = 0:0464.

Ferner giltin (@) ("a) s = ("a) > 0und ("p) = ("a) < 0 (in Erfullung
von (5.24)), und in (b) ((5.22) entsprechend) f (0;0;c) = ¢ > 0, was beides in der
graphischen Darstellung nicht mehr zu erkennen ist.

Als nachstes folgen zwei Beispielerf nichttriviale station are Lesungen beil = 0:02,

=365und =2 10 °. Wieder geben wir zwei verschiedene ésungen an, wobei es
sich (wegen den wiederholt geschilderten numerischen Scievigkeiten fer (";"p) !
() als einfacher erwies, jeweils 2000Jbergangs{Lesungen zu nden. Zuoberst sind
in Abb.5.15 nun jeweils ( ; ) (O;g ) und die Geradeg dargestellt. Es folgen die
sich ergebende Verschiebung(x) = (;‘" )d , die Verzerrung " und die Kremmung
"0 Man beachte, da bei x = 0:001 die Verschiebung jeweilsu(0:001) = 0:00002
erreicht, soda bei x = 1 die Verschiebungu(1) = 0:02 erreicht wird. Es gilt

in(@ ¢ (0 ;365) = 3:8667 (" (365);365), s = 0:398,", = 0:08579,
",=0:0884,", ",=0:61 10 4 " ", =0:0027

in(b) ¢ (0 ;365)=0:0668,s =20:35,", =0:00757 und", = 0:0487.
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() 1000{M {M . {Phasenebergang, (b) 1000M {A{M . {Phaseneber{
g nahe der Maxwell{Linie gang, Lesung bleibt nahe A{Phase
10 T T T T T T T T
0
5
4t i
0
-0.1 -0.05 0 0.05 0.1 8 -0.1 -0.05 0 0.05 0.1
0.1 0.1 . . :
0.05 0.05r E
0 Or 1
-0.05 -0.05F 1
-0.1 -0.1

0 0.00025 0.0005 0.00075 0.001 2’0 0.00025 0.0005 0.00075 0.001
1000 x x x 250 x

200
150
100
50
0

T T

0 0.00025 0.0005 0.00075 0.001 0 _ 0.00025 0.0005 0.00075 0.001

4

L | | | a 1e'06k | | |
0 0.00025 0.0005 0.00075 0.001 0 0.00025 0.0005 0.00075 0.001

Abbildung 5.14: Zwei 1000{)bergangs{Lesungen &ir =360; =2 10 ° 1= s=0,
im einzelnen siehe Text.
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(a) 2000{M {M . {L ®#sung mit M ;. (b) Lesung bleibt naher der A{Phase,
Ubergewicht, g nahe der Maxw.{Linie nur positive Verzerrungen
1 | ] T

3e-05
2e-05

le-05

0  0.00025 0.0005 0.00075 0.001 0 _ 0.00025 0.0005 0.00075 0.001

0.1 x x x 0.05 x x
0.05 0.04
0 0.03
0.02
-0.05
0.01
“0.150.00025 0.0005 0.00075 0001 O  0.00025 0.0005 0.00075 0.001
800 T T T T T T

400

-400 -100

-200
-800,0.00025 0.0005 0.00075 0001 O  0.00025 0.0005 0.00075 0.001

Abbildung 5.15: Zwei 2000{/bergangs{Lesungen &ir =365; =2 10 % 1=0:02,
im einzelnen siehe Text.
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Schlie lich veranschaulichen wir noch Rahmen numerischeBerechnungen, wie sich
die M {M.{L esungen in Abhangigkeit von verhalten (und fur ! 0O der im
nachsten Abschnitt diskutierten Maxwell{L ®sung”m:o( ) fur =0 annahern). Nach
(5.42) qilt x1 = O(p 7), und dies mu demnach auch fr die Phaserubergangsge-
biete oder Grenz achen gelten, wobei wir eine solche Grenache de nieren als ein
Intervall ( x;;X,) [0:0:001], in dem die Krammung "° einen vorgegebenen Wert g
eberschreitet, und wir legen uns hier z.B. auf o = 1 fest. Mit obigem Schie ver-

fahren wurden nun weitere numerische bsungen &r | = s = 0, = 360 und fur
=4 10°% =6 10° =8 10 ° berechnet. Die Ergebnisse sind in Abb.5.16
zusammen mit der bereits berechneten asung fir = 2 10 ° prasentiert. Mit

wachsendem messen wir uns dabei von der Maxwell{Linie entfernen, die losungen
wurden erhalten fur folgende Werte fur c:

2 10 ° 4 10° | 6 10° 8 2°
c (" (360);360)[ 03 10 |01 10° |02 104|021 103

Entsprechend wachst "5 mit wachsendem , was jedoch in Abb.5.16(a) nicht zu
erkennen ist. Das wurzelartige Anwachsen der Dicke der Gren achen Rt sich in
Abb.5.16(b) entlang der Linie "°= 1 gut erkennen.

(a) vier 1000{M {M. Lesungen (b)"%in logarithmischer Darstellung
fur verschiedene , = 360.
0.1 T T T

0.05

-0.05

1le-06r 1

0 0.00025 0.0005 0.00075 0.0016°%0 0.00025 0.0005 0.00075 0.001

-0.1

Abbildung 5.16: Aufsteilen der Grenz achen ®ir ! 0

5.4 Die Maxwell{L esung fear =0

Insgesamt sollten die aufbauuend auf Abschnitt 5.2 numerieh berechneten l®sungen
in Abschnitt 5.3 vor allem eine Anschauung der Losungen von (5.27) geben. In diesem
Abschnitt kehren wir zur analytischen Behandlung von (5.27 zureck, mit dem Ziel
bei gegebenem stationare Losungen mit minimaler freier Energie zu nden. Dazu
werden wir zunachst den Fall = 0 untersuchen, d.h. wir suchen skickweise stetige
Lesungen" 2 L1(0;1) von

(ll.

A ) s=0 fast uberall (5.48a)
1

"()d =I; (5.48b)
0
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die zustzlich die (,rein elastische\) freie Energie minimieren sollen, also

Zl
EGC30 )= (7003 )dx = min : (5.48c)

Dabei erhalten wir (5.48a) als Euler{Lagrange{Gleichung von (5.48c) mit Lagrange{
Multiplikator s, denn sei" ein Minimiererund F( )= 1("+ "; ) so mu gelten

1

z
F(’():O:di ("+ ") s+t Ddx
z,°

= Ner ) o o
0((+ ) 9)dx

fur alle " 2 L1(0;1) mit Rol "dx = 0, wobei wir uns bei der Di erentiation unter dem

Integral selbiges in eine Summe von Integralen zerlegt demk, in denen der Inte-
grand stetig ist. Mit dem Fundamentallemma der Variationsrechnung folgt (5.48a).
Informationen uber megliche Springe in " erhalt man aus der zweiten Weierstra {
Erdmann{corner (Sprung) Bedingung

(" ) s" iststetig uber Sprange in"; (5.49)

die fur lokale Extrema von E(()f) notwendig erfullt sein mu. Zusammen ergeben
(5.48a) und (5.49) die sogenannten Maxwell{Bedingungen

("5) "5 )=sC" ")
" " 5.50
s= (";)= (") (5:50)
Damit erhalten wir, da (bis auf Fall = g, siehe Bemerkung 5.9) ein Minimierer
"() entweder konstant sein mu, und damit "(x) |, oder stickweise konstant mit
Wy — 5 X2 1
x)= . L %2, (5.51)
wobei 1 und » disjunkt, mebar, [ 2 =1[0;1], unds;" ;" so gewahlt sein

meissen, da (5.48b) und (5.49) er#llt sind. Setzen wir nochl =j ;jund| =j 9
so folgen aud + | =1 und
Z,

dx = a4
0

N (5.52)
die Bedingungen

l = —; | = : (5.53)

und damit wegen| ;I > O fur eine nichtkonstante Lesung notwendigerweise

"<l (5.54)
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Man beachte nun, da mit (5.50) und (5.54) zwei der drei in De nition 5.6 genannten
Eigenschaften einer Maxwell{Linie erfullt sind, es fehlt

(") s"> (") far"2(" ;") (5.55)

Dabei de nieren fur < < a, d.h. fur in triple{wel{Form, die in Abb.5.17
skizzierten ,, Pseudo{Maxwell{Linien\, bzw. ihre Schnittpunkte "(i);"(i) mit bei ge-
eigneter Wahl von 1 und » Lesungen von (5.48), so da (5.50) und (5.54) e#lit
sind. Es ist jedoch klar, da die so gegebenen ésungen keine Minima vonE(()f) darstel-
len. Ferner verliert eine solche Pseudo{Maxwell{Linie #r den Fall > 0 vollstandig
ihre Bedeutung (da in diesem Fall stets (5.55) gelten mu ), im Gegensatz zu einer
(der) nach De nition 5.6 gegeben Maxwell{Linie.

Abbildung 5.17: Pseudo{Maxwell{Linien fur \ < < A, bei denen die Maxwell{
Bedingungen ertillt sind, die jeweils zugeltorigen Lesungen (in der Form (5.51)) von

(5.48a), (5.48b) jedoch keine Minima vonE((,f) liefern.

Bemerkung 5.8 Die in Bemerkung 5.5 vereinbarte Eindeutigkeit unseres Beg s
der Maxwell{Linie begrenden wir nun ebenfalls daraus, da in einem Fall, wie dem in
Abb.5.7(c) skizzierten, o ensichtlich die {zu der Linie gy gebherigen { Lesungen der
Form

weey— 5 X2 1

)= D X2 o
globale Minima von E(()f) darstellen.
Bemerkung 5.9 In dem Spezialfall = ¢ sind die Maxwell{Bedingungen mit den
drei Verzerrungen" =" (g),"o=0und " = ",() erfullt, wobei fur zugeherige

Lesungen der Form

< " X2 1

")=. 0 x2 o

Tty X2

wiederum (5.53) gelten mu . Auch in diesem Fall wollen wir ertsprechend De nition
5.6 und Bemerkung 5.5 die Geradagy(") 0 in die beiden (Q0) und ("+( g);0) bzw.
(" ( g);0) und (0; 0) verbindenden Maxwell{Linien unterteilen.
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Zusammenfassend erhalten wirdr ein ( ;1 ){Wertepaar, fur das eine Maxwell{Linie,
dh." < I <" entsprechend De nition 5.6 existieren, unendlich viele losungen
von (5.48), die von der Form (5.51) sind, und deren (gemeingae) freie Energie sich
berechnet zu

z 1

. (")dx=1 ("5 )+ ("5 )=1(co+so" )+ | |( " )+{§o(" ;

=Co+So" +So(" ")

= ﬁl_f-zl_} Co+ so(| " -{FZI_; = ¢o+ Sol: (5.56)
=1 =1 nach(5:52)

Insbesondere lbnnen beliebig viele Spunge in" auftreten, solange ; und » me bar
bleiben. Eine dieser losungen ist

" " 0 x |
mo(X) = | <x< 1

(5.57)
mit einem einzigen Sprung in", und diese Losung wollen wir im weiteren als die
Maxwell{L ®sung von (5.48a) und (5.48b) oder kurz als die Maxwell{losung &ir =0
bezeichnen. Von der physikalischen Anschauung her erwartenan nun, da f er kleine

> 0, wenn wir also wieder unsere nairliche Grenz achenenergie hinzunehmen,
folgendes gilt.

Hypothese 5.8 Es existiert eine nach Lemma 5.4 glatte C3), zu "u.o .&hnliche\
Lesung"y:. von (5.27), bei der der Sprung beil zu einem schmalen Phasesber-
gangsgebiet gedgittet ist, und minimiert (hier stets bei festem ) die freie Energie

Z, Z,
EOC0 )= B )+ 5 k= () gt (5.58)

0 0
unter den Lesungen von (5.27). kir diese Lesung sollte die Geradeg nahe der
Maxwell{Linie gu liegen, und wir wollen "y. als Maxwel{Leosung #r > O be-

zeichnen. Damit ware wiederum" .o unter den Lesungen von (5.48) ausgezeichnet,
als die Maxwell{L esung #ir verschwindende Grenz achenenergie.

Eine Prazisierung von Hypothese 5.8 und der Beweis folgen imathsten Abschnitt,
wobei wir uns auf Ergebnisse aus [CGS84] berufen. Beglich der Existenz von " .
haben wir in Abschnitt 5.2 anschaulich gesehen, da éir < g die Hehenlinien von
|1 gewisserma en terrasserdrmig zu Py ( ) hin aufsteigen, siehe insbesondere die
Abbildungen 5.8(a3) und (b3), wohingegen sich alle ldhenlinien von I, bei Py ()
tre en, soda die Existenz einer gemeinsanbeﬂsung ('a;"beﬂ(S.ZS) und (5.26)
als Schnittpunkt der Hehenlinien von |, = =2undl, = =2 insbesondere#r
< g heuristisch klar ist.
Far > ¢ ist die Situation weniger klar, siehe die Abb.5.10, und es wi insgesamt
darum gehen, das Verhalten vonl1(; ) und I2(; ) nahe Py ( ) analytisch greifbar
zu machen.
Der Grund fur die Annahme der Minimierung der freien Energie durch"y. wird
klar, wenn wir unter Verwendung von (5.29) und (5.27¢) E(®)("; 0; ) wie folgt trans-
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formieren:
Z,
EOC0 )= (% )+ 55
ZOl 2 z 1
= (%) g5 S(C) g de+ e st
0 |2 {z—1}
=c+sl
o) o)
= : g("(x)) m—~dx+ c+ sl
(0 “qx)
_Z "b ", "
=2n = p(ﬂ d'+ c+ sl
C2e () 90
g P a d o sl sCatin ) (659)

Dabei wird (rp_gcfb(S 56)) der Term c+ sl gerade minimal fr ("5;"p) ! (" ;" ), und
das Integral ..ab (") gd" das in diesem Fall gro wird, ist mit dem Faktor

2n =2 gewichtet. Ersteres besagt, da die Verzerrung in neglichst gro en Gebieten

in der Nahe von", bzw. "y, liegen sollte um weiterhin den elastischen AnteilE ; () von
Efq) klein halten, und zweiteres, da "() meglichst wenig schwanken soIIte damit
7 0 "2dx klein bleibt: mehr als ein ein URergang von einer Phase zu einer anderen,

d.h. mehr als eine Grenzache, wirde 5 "2dx nur ,unnetig\ erh ehen, ohneE(f)

zu verkleinern. Ferner zeigt (5.59), da auch die freie Enegie einer Losung dlrekt
aus ("a;"p) und (dem auch durch ("a;"p) gegebenen)n berechnet werden kann. Die
Aufnahme von n in die Parametrisierung GF, (I; ) ist im Sinne der algorithmischen
Berechnung vonE (") durch 13("a;"p;n; ) mot|V|ert.

5.5 Die Maxwell{L esung fer > 0

In diesem Abschnitt notieren wir zur Prazisierung und zum Beweis von Hypothese
5.8 Ergebnisse aus [CGS84], die die Integrala( ; )und I»(; ) fur (s; c) nahe (Sg; o)
eber () betrachten. Eine Schwierigkeit liegt dabei darin,da ( ; ) nurfer <
bzw. fur ¢ < < k und eingeschankt auf positive oder negative Verzerrungen von
der in [CGS84] betrachteten Gestalt einesC>{double{well Potentials ist. Allerdings
haben wir in der in [CGS84] durchgetihrten Analysis keine Stelle gefunden, die nicht
auf den Fall des triple{well Potentials mbertragbar ware.
Das betrachtete Problem sei nun mit (Ps. ) (fur stationar und > 0) bezeichnet und
lautet:
Z 1 z 1

Minimiere E () = ) (" )+ E")Z(dx wber HY := f" 2 H(0;1) : . "dx = Ig:
Bemerkung 5.10 Bezuglich der Existenz und Regularitat eines Minimierers " gilt
dabei: schreiben W|rF(" "x) fur den Integranden in (Ps. ), so folgt aus der strikten
Konvexitat von F in '

Fon.= >0 (560)
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da E) nach unten halbstetig ist bzgl. der schwachen Konvergenz it 1(0; 1), siehe
z.B. [BMH91], Theorem 3, wir haben also ein grundlegend andes Verhalten als z.B.
in (2.21), und es folgt weiter, da ein absolutes Minimum " mit " steckweise C*
angenommen wird, [BMH91], Theorem 4. Sei nurxg eine Sprungstelle von"® und
"0 =limp o"4xo h) so mu nach den Weierstra {Erdmann Bedingungen

Fo("(X0):" )= " = Fuo("(X0);"+) = "+

gelten, und damit "2 C°(0;1). Insgesamt folgt sogar (vgl. [BMH91], Theorem 5),
da " 2 C2(0;1) und die zugeltorige Euler{Lagrange{Gleichung (5.27a) sowie die
(naterlichen) Randbedingungen (5.27b) erélllen mu .

Damit genegt es, die freien Energien der verschiedenenesungen von (5.27) unter-
einander zu vergleichen, und diejenige mit minimaler freie Energie mu ein absolutes
Minimum von | uberH ! sein, ohne da z.B. die Bedingung der Positiviet der zweiten
Variation wuberpreft werden mu . F ur n{Ubergangs{Lesungen mitn 2, werden wir
auf der anderen Seite zeigen, da diese it keine lokalen (schwachen) Minimierer
von E (™) darstellen, d.h. in jeder H(0; 1){Umgebung eines solcher' liegt ein -2 H}
mit E® ¢z 0; ) < E®(:0; ), soda diese als Kandidaten #ir Minimierer a priori
ausscheiden. Dies geschieht in Satz 5.13, und wir werden umkeshalb ab jetzt auf
1{¥bergangs{Lesungen konzentrieren.

Durchgehend sei in diesem Abschnitt < ¢ fest und die zugelorige Maxwell{Linie
gegeben durch §g; co), wobei wir uns im Fall > g oBdA auf sp > 0, d.h. aufl > 0
festlegen wollen. Mit den zugelrigen" ;" gema De nition 5.6 und f eir > 0 klein
sei weiter

L o=[" +;" I (5.61)

Satz 5.9 Existenz der Maxwell{L osung, ([CGS84], Theorem 3.1)Zu gegebenem
> 0 existieren ein > 0 und eine UmgebungN von (Sp; Cp), so da gilt: Fur
2 (0; )undl 2 L existiert genau eine1{ Ubergangs{l®sung von (5.27), gegeben

durch (s;c) 2 N . Weiter gibt es eine KonstanteC = C > 0, soda

(590 (soc)ii™a " " "6b=0@ECS ) fur | 0 (562
gleichmaigin 12 L .

Gema Lemma 5.4 ist zum Beweis von Satz 5.9 die Lesbarkeit der Integralglei-
chungen (5.25) und (5.26) #&r g nahe gy , respektive fur (s; ¢) nahe (sg; Cg) zu zeigen.
Dies geschieht in [CGS84] durch Eindihren einer geeigneten Skalierung und Anwen-
dung des Satzesuber implizite Funktionen, wobei sich die Analysis eber 17 Seiten
erstreckt. Wir skizzieren hier kurz die Beweisidee (in unseen Schreibweisen), wobei
wir durchgehend (s; ) nahe (sp; ¢p) betrachten.
Wie bereits in Abschnitt 5.2 bemerkt stammen die,,Hauptanteile\ von 14(s;c; ) von
den Singularitaten von (( "; ) o(")) 2 bei", und"p. Bezeichnen wir diese Anteile
als T1(s; ¢) und Tx(s; ), so kennen wir suggestiv schreiben

r__

2lisic) Tusio+ Tu(sio):
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Da in I, die Singularitaten mit "; " und ", " gewichtet werden, erhalten wir
entsprechend r

|?'

= la(s;c ) " Ta(s;g+ " Tos;0);
und dieses Gleichungssystemeif T, und T, ergibt

T T, (5.63)

Nun werden die G®en h; = hy(s;c) und hy = hy(s;C) betrachtet, die wie folgt
gegeben sind, vgl. Abb.5.18: Es seiety bzw. ", die links von " 5(s; ¢) bzw. rechts von
"p(s; ©) gelegenen Minima von ("; ) s" c¢,dannseihj=( "j) s"i c¢i=1;2.

Abbildung 5.18: zu h; und h,

Man beachte hi(s;c) ! 0 fur (s;0) ! (So;Co), und nach [CGS84], Proposition 4.3,
gilt weiter p__ p__
"a " =0( hy); " "p=0( ha);
und es folgt ([CGS84], Proposition 5.1)
Ti(s; 0 Bi In hj(s;0) (5.64)

mit

Bi=(2 -(" ) % B=(2 -(") &
Einsetzen von (5.64) in (5.63) liefert
' Po— 10 Po—

1 " 1
By "

B . T v 2— m
hi(s;0) e °t ; ha(sio) e ;
was wir zusammenfassend schreiben als

h e ci(I)p 2T;
1" [ 11 "
— ()= =— :
B, 2(1) B,

(5.65)

c(l) =

Nun werden die entscheidenden Parametek = (Kki;ky) eingefuhrt, die die , \ in
(5.65) eliminieren, und die implizit de niert sind durch

p__
hi(s;c)= eikie &) =2 wopei = —————: (5.66)
Bi( )
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Damit lassen sich die Bedingunger 1(s;c, ) = P 2= undly(s;c )= Ip 2= formu-
lieren als eine implizite Gleichung der Form

k=G(k; ;1)

mit di enzierbarem G = (Gy;G,) ([CGS84],Proposition 6.1), und eine Anwendung
des Satzesber implizite Funktionen ([CGS84], Proposition 6.2) liefert schlie lich den
Beweis von Satz 5.9.

In Erganzung von Satz 5.9 sagt der folgende Satz, da bei gegebenen» 0 keine
1{¥bergangs{Lesung (und d.h. eberhaupt keine nichttriviale L esung von (5.27)) exi-
stiert, wenn | zu dicht bei " oder" liegt. Der anschauliche Grund hierkir ist, da
"a:"p) Wegenl, <1 <" yin diesem Fallezu nahe beiPy () liegen mu, d.h. es ist
11("a;"p; ) > 2= furalle ("a;"p) 2 () mit "a<I<"

Satz 5.10 ([CGS84], Theorem 7.1)Zu gegebenem > 0 existiert ein > 0, so da
(5.27) keine nichttriviale L esung besitzt éir | <" +  oder|>"

Fer das aus Satz 5.9 folgtalso ! O far ! 0, (und es stellt Satz 5.10 eine
Verscharfung unseres Korollar 5.5 dar), wichtiger #r das weitere ist jedoch die Aus-
sage von Satz 5.9, da estfr ein festesl aus (* ;" ) stets ein o > 0 gibt, soda

far 0 < < (o die Maxwell{L esung von (5.27) existiert. Deshalb macht die folgende
Aussage Sinn, deren Beweis auf (5.62) und der Transformatio(5.59) beruht. Es sei
dabei Z.

p
s=2 (%) eu()d:

Satz 5.11 ([CGS84], Theorem 8.1)Fur die freie Energie E()("y. ;0; ) von "y
gilt
r_
(f) n . . —_ C:pi .
EY/("m: ;0; )= sol + o+ §S+ O(e ) fur 1 O (5.67)

gleichmaig in | aus einem beliebigen abgeschlossen Interv@ill + ;" 1 (" ;")

Es setzt sich also die freie Energie voriy. bis auf demO(e c=" ){Term aus dem
«rein elastischen Anteil\ cp+ sgl, d.h. dem Minimum der freien Energie im Fall =0,

vgl. (5.56), und dem als die Grenz achenenergie in einem Stab uBeﬂlicherdmge mit
"& " furx! 1 und " % " fur x ' 1 bekannten Term  =2S zusammen.
Man beachte, da letzterer unabhangig von | ist.

Auf (5.67) (und auf der gesamten zuvor in [CGS84] durchgefhrten Analysis) beruht
nun der folgende Satz.

Satz 5.12 ([CGS84], Proposition 8.1)Fur | aus einer abgeschlossenen Teilmenge von
(" ;" )und hinreichend klein besitzt die Maxwell{losung"y. eine geringere freie
Energie als

() jede andere 1{ Ubergangs losung von (5.27),

(ii) die zu | gelorige konstante Losung" |.
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Da schlielich "y. die freie Energie unter allen Losungen von (5.27) und damiteber
ganz HIl minimiert, vgl. Bemerkung 5.10 folgt aus folgendem Satz, debesagt, da
n{®bergangs{Lesungen mitn 2, die als Losungen von (5.27) lokale Extrema von
(Ps: ) darstellen, keine lokalen Minima von (Ps: ) sind.

Satz 5.13 ([CGS84], Theorem 8.2)Nichtmonotone " sind keine lokalen Minima der
freien Energie.

Beweis. Es sei"eine n{¥bergangs{Lesung mitn 2. Wie in [CGS84] zeigen wir,
die zweite Variation von E(f) an der Stelle™in Richtung eines" 2 H(0; 1) mit
01 "dx = 0 negativ ist, also
d2
FE(f)(Y’\_i_ " : ) “o < 0
Dan 2 existiert ein x; = 1=n 2 (0;1=2] (gegeben durchp =211("a;"p; ) mit
Mx1) =0 und A(xy Xx)="(x1+ X) far x 2 [0;x1]. Sei nun

wo_ o ™Mx) 0 x 2,
- 0 X1 x 17

Ry Rox : : :
soda ,"idx= 7 "Hx=7%(2x1) "0) = 0. Weiter sei ", 2 H(0;1) mit
z 1
"2(0)=1; "»(x)=0 fur2x; x 1und ">dx =0;
0
und sei schlielich "() = "1()+ "2(). Damit gilt " 2 H(0;1) und Rol"dx =0 fur
alle , und weiter

o Z!
FE(”('W 1) o = , (™ )%+ " Bdx
Z 2X1
= ,,(h; )(r\0+ n 2)2+ (}‘\00+ n 8)2dx
0
Z
_ 2X1 "(y.\; )y\(2+ y\oadx
|2 {z }
1
ZZX]_
+2 ,,(y\; )y\O-2+ v\OOng+O( 2)
| 2 {z }
2

Da nun * eine Lesung von (5.27) ist, gilt «(*; )*°= *99 ynd es folgt
Z 2X1 Z 2X1 >
1= n00R0 . mORyy = [PO09 dx = »O90 0X1 =0;
0 0

sowie

Z 2X1

2 =2 . 99, dx =2 "%2x,) |2_({22X_1? ~9%0) III-Z{Q?: 2 "%0):
=0 =1
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Wir erhalten also

d2 n y

FE(f>(*~+ ) o= 2 "o+ o(?;
und da ™ nicht konstant ist, gilt ~'°¢0) 6 0, und damit folgt f ur  hinreichend klein
die Behauptung. 2

Im nachsten Abschnitt kennen wir nun aufbauend auf Abschnitt 3.3 ein verfeinertes
Bild der Asymptotik im isothermen viskosen Fall mit Grenz achenenergie geben.

5.6 Isothermer viskoser Fall mit Grenz achenenergie Il

Korollar 5.14  Es seiuy; die zur Maxwell{Lesung"nv; getprende Verschiebung,
um: (X) = g"M; ()d . Dann ist uy. asymptotisch stabil bewglich der Dynamik

von (3.33) in H?(0;1) L?(0;1).

Beweis. Aus der nach Satz 5.9 gegebenen Eindeutigkeit vohy. bezglich (s;c) 2

N (sp; cp) folgt, da diese in HIl von den weiteren Lesungen von (5.27) isoliert liegt
und damit uy. vom Rest von G( ;1) in H?(0;1). Ferner kennen Lesungen, die in
einer hinreichend kleinenH ?(0; 1){Umgebung von uy: und mit hinreichend kleiner
kinetischer Energie starten, diese Umgebung nicht verlagn, ohne im Widerspruch
zu (3.38) ihre Freie Energie zu er®hen. Die behauptete Konvergenz voru(t) gegen
uv: folgt dann mit (3.43). 2

Auf der anderen Seite erhalten wir unmittelbar aus Satz 5.13und nach Liapunov
folgendes Korollar zur Instabilitat von n{ Ubergangs{Lesungen mitn 2.

Korollar 5.15 Es sei ™ eine n{Ubergangs{lesung mitn 2 und ¢ die zugelwrige
Verschiebung. Dann ist® instabil beaiglich der Dynamik von (3.33).

UngekKlart blieb in Abschnitt 5.5 wie in [CGS84] die Frage, ob (und fer welche )
a eine konstante losung” | bzw. b eine 1{bergangs{Lesung” 6 "u-

ein lokales Minimum der freien Energie sein kann. Beaglich den konstanten Lesungen
erhalten wir dazu eine einfache Antwort aus Unterabschnitt4.4.1.

Korollar 5.16 Fur 12S( )ist" | ein lokales Minimum von E() wber H !.

Beweis. Angenommen" | ist kein lokales Minimum von E() dannist" |
instabil. Nach Satz 4.6 ist” | aber exponentiell stabil fur | 2 S( ), Widerspruch.2

O en bleibt damit insbesondere obige Frage b, und damit, ob uy. und u = xl
die einzigen meglichen stabilen statioraren Lesungen sind. Falls ja, stellt sich z.B.
die weitergehende Frage nach den jeweiligen stabilen Mengeman beachte, da sich
Existenz der Maxwel{L esung und exponentielle Stabilimt von u = x| keineswegs
gegenseitig ausschlie en, was wir mit Abb.5.19 verdeutliben. Es sind (fir als Beispiel

> ) die {Intervalle fett gezeichnet, in denen gleichzeitig die Maxvell{L esung
existiert und u = xI exponentiell stabil ist.
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Abbildung 5.19: gleichzeitige Existenz vonuy: und exp. Stabilitet von u = xI.

In jedem Fall kennen wir fer den isothermen Fall das Fazit ziehen, da das System
(3.33) zwar bei geeignetem das Ausbilden verschiedener Phasen modelliert, jedoch
nicht das Entstehen von Mikrostrukturen, da L esungen mit mehr als einer Grenzache

stets instabil sind.



6 Maximierung der Entropie unter
Erhaltung der inneren Energie

Ausgehend von der Clausius{Duhem{Ungleichung ér die Entropie betrachten wir in
Abschnitt 6.1 zunachst die Konvergenz von lesungen von (P) im Falle L 0. Hier-
zu betrachten wir (gerechtfertigt durch Satz 3.4 und die anghlie ende globale Exi-
stenz) die Lesungen von (P) als dynamisches System au€:= H3(0;1) HS(O; 1)
HZ (0; 1), jedoch ausgestattet mit derH?2(0;1) L2(0;1) L?*(0;1){Normtopologie,
auf die sich im weiteren alle topologischen Begri e beziehe. Auf diesem dynami-
schen System betrachten wir die Liapunov FunktionL = innere Energie  Entropie
und zeigen, da (C, L) ein Gradient{System im Sinne von [Hal88] ist (Satz 6.1). Dies
stellt fur (P ) eine Zusammenfassung der zum isothermen Fall analogen Ahyais dar,
welche wir in Abschnitt 3.3 schrittweise ausgeéihrt haben®. Damit erhalten wir f ur
beliebige Anfangsbedingungen die Konvergenz dereédsungen gegen die Menge der
stationaren Lesungen unter der Nebenbedingung der Erhaltung der inneretEnergie
(Korollar 6.2), und schlie lich stabile station are Losungen als Maxima der Entropie
unter eben dieser Nebenbedingung. Auf dieses Variationspblem werfen wir dann in
Abschnitt 6.2 unter Verwendung der Methodik aus Abschnitt 5.2 einen ersten nume-
rischen Blick fur den Spezialfalll = 0.

Fer das nichtviskose Problem (R) ist L wegen der thermischen Dissipation ebenfalls
eine Liapunov{Funktion, und wir k ennen obiges Variationsproblem identisch #r (P o)
formulieren und behandeln. Als einzigen in diesem Kapitel wchtigen Unterschied
zwischen (R) und (P ) kennen wir fur (P () jedoch nicht die Relativkompaktheit von
Orbits (in C) beweisen, siehe Bemerkung 6.1, und damit auch nicht die Korergenz
von Lesungen gegen die Menge der stati@men Loesungen. Deshalb gelten die Aussagen
in diesem Kapitel zunachst nur fer das Problem (P ), wobei wir jedoch vermuten,
da sie auch auf (Py) mbertragbar sind.

6.1 Konvergenz f wr das Problem (P )

Mit de niert nach (2.25) gilt _— 0 entlang von Lesungen zu (P) nach (2.26).
Wir verwenden nun jedoch nicht unmittelbar als Liapunov{Funktion L, sondern
arbeiten die Erhaltung der inneren Energie in die De nition von L ein, d.h. wir setzen
Z,
— — 1‘ 2 . 2 - )d
L(ux;ug; )= 2ut +( uy; )+ 2uXX+(1 ) (uy; )dx
0

=EOD(uyu; ) (u); (6.1)
und erhalten aus (2.24) und (2.26)
Z, Z,,
L= = X 20y “uZdx O (6.2)
0 0

Ferner ist L o ensichtlich stetig auf C, und wir erhalten insgesamt folgenden Satz:

Insbesondere bilden auch die osungen zu (3.33) zusammen mit der Liapunov{Funktion E() in
Abschnitt 3.3 ein Gradient{System im Phasenraum H?Z2(0;1) L2(0;1).
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Satz 6.1 Die Leosungen von (P) bilden ein Gradient{System auf C im Sinne von
[Hal88], De nition 3.8.1, d.h.

(i) Zu beliebigen Anfangsbedingungeifuo; us; o) 2 H3(0;1) H3(0;1) HZ(0;1)
ist der Orbit [  o(u(t); ug(t); (t)) relativkompakt in H2(0;1) L?(0:1) L1(0;1),

und die Liapunov{Funktion L erfullt die folgenden Eigenschaften:
(i) L(ux;ug; )'1 furjj jjo ! Ooderjj jji '1  oderjjuxjjps+ jjudji2!1
(i) L ist nach unten beschenkt,

(iv) aus L(u(t);uc(t); (1)) =0 fur allet tg folgt, da (u(tg); (to)) eine sta-
tionare Losung ist, alsou((t) 0, (1) fur allet to.

Beweis. Nach (3.32) sind Orbits zunachst global beschankt in H2(0;1) L?2(0;1)
L1(0;1), jedoch folgt in [HZ92], Schritt 4 unabhangig von t > 0 die zustzliche
Abschatzung jj (t)jj.z < C. Durch Anwendung von z.B. Theorem 4.1 in [Paz75]
folgt nun, da Orbits relativkompakt sind in H?(0;1) L2(0;1) L2(0;1), und wegen
L2(0;1) ! L%(0;1) folgt (i). Der Punkt dabei ist wieder der, da der Linearte il A
von (P ) im transformierten System (3.4) sektoriell, und damit A Generator einer
analytischen und kompakten Co{Halbgruppe ist, d.h. fer alle t > 0 ist?

. (@) (2 3 (1)
e =M diag(;e 15%e 1 5e 1%e 2 ti) MM

wegene Oty ofur k1l kompakt als Operator
e A TH?(0;1) L20;1) L*0;1)! H?*0;1) L3*0;1) L*0;1)

nach Lemma A.5. Als machstes zeigen wir (ii), wobei wir uns der Einfachheit halbe
auf das konkrete o( )= ¢, (C1 In ) C, einschmnken. Dann gilt

(UG )+ ) (U )= o)+ (ud+ 20u)+@ ) )+ ()
=¢, (C1 In )+ Cr+(1 oy (C1 In 1)
+ o(ux)+ 1(ux)+ o(Cr 1)
B AR B 0 B A
;1o 0

1n 11 1 juxjil

Bei Hinzunahme der Termezu? + u2, folgt (i), und mit analoger Rechnung beweist
man (iii). Man beachte, da (ii) und (iii) nicht erf wllt ist mit als Liapunov{
Funktion: zum einen ist unabh angig von u; und uyy, und zum zweiten gilt
(;ux) = o(Cy In D+ 1(ux) ! 1 fur 1 1 . Bezuglich (iv) erhal-

ten wir schlie lich

Z, 2 Zy,

L= X dx “uZdx=0 8t tg |, Uy 08t to

0 0
also ist (t;x) =: m(t) unabhangig vonx, und mit c,;m; m (Uyx;M)ux + U2 O
folgt (iv). 2

2mit M analog zu Abschnitt 3.1.1
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Bemerkung 6.1 Es sind (ii),(iii) und auch (iv) ebenfalls erfullt im nichtviskosen
Fall, (ii) und (iii) trivialerweise, und bzgl. (iv) erhalte n wir

L= X dx 8t tg , (t;x) = m(t) unabhangig von x;
0

und wir meissen zeigen, da aus der Gleichung
cme  m (Ux; m)uy

mit von X unabhangiger linker und deshalb auch rechter Seite folgt, dam¢(t) O
und uy  0: Wegen der Nebenbedingung

luxt (t;x)dx = K1) =0
0

existiert nun jedoch fer alle t ein 2 (0; 1) mit uy ( ) = 0. Damit folgt

m(t) Ofurt to; dh.m : furein >0

und weiter
T R
0
Angenommen nun es gilt oBdAuk(t ; ) > Ofureint >tgundein 2 [0;1], dann
existiert ein > 0, soda uy(t;x) > 08(t;x) 2 (t b+ ) (( ;o + )\ [0 1D.
Wegen (uyx; )=0 , uyx=0folgt uy OQauf(t ;t + ) (( ;+ )\ [0 1)),
Widerspruch.

Was wir fer (P o) nicht zeigen kennen ist die Relativkompaktheit von Orbits. Die fer
(P ) verwendete Methode scheitert dabei daran, da der Lineartil von (Pg) nicht
sektoriell ist, und ebenfalls scheiterten Versuche, die Rativkompaktheit von Orbits
fur (Po) auf anderem Wege beweisen. Insbesonderetnen wir nicht zeigen, da
Orbits stets unabhangig vont beschmnkt sind in einem in H?(0;1) L?(0;1) L(0;1)
kompakt eingebetteten Raum wie z.B.H3(0;1) H?(0;1) H?(0;1), siehe auch die
a{priori Absch atzungen in [Zhe95], Kapitel 4.2. @

Mit Satz 6.1 kennen wir nun die Asymptotik von Lesungen von (P) mittels der
abstrakten Theorie aus [Hal88] weiterbehandeln. Hier betachten wir nur den ersten
Schritt, d.h durch Anwendung von [Hal88], Lemma 3.8.2 erhalen wir folgendes Ko-
rollar aus Satz 6.1.

Korollar 6.2  Fur alle (Uug;us; o) 2 H3(0;1) H3(0;1) HZ(0;1) besteht die Omegaf
Limes Menge! ((ug;uz1; o)) (de niert bzgl. H2(0;1) L?(0;1) L(0;1){Konvergenz)
aus statioraren Lesungen, d.h.jjusjj 2 ! 0, und (u;S) konvergieren in H?(0; 1)
L1(0;1) gegen die Menge der statiomren Lesungen oG(:lI) IR.. Sei weiter
Eo := EO(@uo;u1; o), dann konvergieren genauer die bsungen wegen der Erhal-
tung der inneren Energie gegen die Menge

G(Eo; 1) = Gw(Eo;l) [Gw(Eo;l); wobei
Gr(Eo;1):= f(u; Y2fu=xl; > 0g:ED(;0; )= Eog;

Ge(Eo;):=f(u; )2 Gm(;l) R+ :ED(Uu();0; )= Eog:
>0
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Zu untersuchen bleibt wiederum, obG(E; |) eine diskrete Teilmenge vonH 2(0;1) IR
ist. Dabei beachte man, da auch zur Berechnung der Entropieeiner stationaren
Lesung die G® en ("4;"p; ) und n ausreichen, denn analog zu (5.59) gilt

Zl Zl
("() )= (" )dx= §() 1(")dx
0 le "o 0
= 8() n (")
Sz
= 9 - p——"td" = 14("a;" ;1 ): 6.3
500 05 Pt i ) (63)

Damit ist wiederum E(M (" 0; ) fur konstant gegeben durch

EOM 0 )=EDC 0 )+ (" )= 13" "nin )+ 1a("ai"nin; )
bi Ny ) (6.4)

= 15("a;

Betrachten wir nun die beiden reellen Funktionenl; und |, mber dem dreidimensio-
nalen De nitionsbereich

"a)"by ) 2Z :=[ () R4
>0

(Z wie zulassig), so lennen wir mit
Nmax = Nmax( ) =maxfnmax(; ): > 0g<1

Git (Eo; 1) charakterisieren als endliche Vereinigung

Nimax

Gu(Eo;l)= ~ (MP\ MJ\ MJI); wobei
n=1

1" 2

MI = f("a"s )22 1a("ai"s )= = =G

r _

n. no.no, . LLI [ R I 2
MZ':f(a1 b!)ZZ-IZ(a: b!):ﬁ _91

M3 = f("a;"ps )2 MT\ M3 1 15("a; "0 n; ) = Eog: (6.5)

Dabei ist aus Abschnitt 5.2 anschaulich klar, da fur n = 1;:::nmax die MengenM 7
und MJ zweidimensionale Mannigfaltigkeiten sind, aus deren Schitt man jeweils
Kurven im IR 3 erhelt, und als nachstes ist zu zeigen, dals nirgendwo entlang einer
dieser Kurven identisch Eq ist. Unter den entsprechenden Glattheitsvoraussetzungen
erhalten wir also insgesamt eine zu Abschnitt 5.2 analoge &iation, und kennen
vermutlich wie in Bemerkung 5.5 vorgeschlagen vorgehen, undie Isoliertheit der
Elemente von G(Eo; 1) zu beweisen. Dies bleibt analytisch zu untersuchen.
Fur das Kontinuum fu = xlI; > 0g der trivialen station aren Lesungen gibt es jedoch
trivialerweise stets genau ein , soda E("; 0; ) = Eq, denn fur alle (*; )in H(0;1)
R, qilt 7

1

D E(;0; )= ("(); )dx> 0;
0
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vgl. (4.49). Es ist G;(Eo;l) also einelementig, und allgemeiner existiert zu jedem
u 2 H?(0;1) genau eine losung = ( uy) von E(uy;0; )= Eo.
In jedem Fall haben wir wegenL & min , % max das Variationsproblem der
Maximierung der Entropie unter Erhaltung der inneren Energie gefunden, da wir im
folgenden als (P) bezeichnen wollen und notieren als
Z,
R, : "dx = E("; 0; )= EqQ:
0

Maximiere ( "; ) wmberz = f("; )2 Htl,(O; 1)

Rechnen wir hierfar noch einmal die zugelorige Euler{Lagrange{Gleichung nach, so
erhalten wir wieder (5.27), was auch noch einmal zur uckwartigen Kontrolle der
Herleitung dienen mag. Die Lagrange{Funktion lautet

Z 1
HC ) =0 )+ B0 ) Eol+ of Mdx 1]
z 1 Z 1 ° z 1
= dx + 4[ + ="®dx Egl+ o[ "dx 1] (6.6)
0 0 2 0
mit Multiplikatoren  1; 2, und wir erhalten
z 1 z 1 z 1
DH= dx + dx=(1+ dx
0 1 0 ( l) 0 |_£ZO_}
1 1
- ’ 1= -
Z, 121
: D«H = wdx = ; R
0 0
! w 00 —-N-
= , 0: 6.7
[zF (6.7)
=!S
6.2 Numerische Experimente zum Problem (P )

Aufbauend auf der in Kapitel 5 hergeleiteten Parametrisieung der stationaren Lesun-
gen von (P) durch Tupel ("a;"p; n; ) soll das Variationsproblem (P ) fer unser Beispiel
numerisch untersucht werden, wobei wir die Ergebnisse grghisch veranschaulichen.
Um die Idee zu verdeutlichen betrachten wir zurachst Abb.6.1. Dort sind in (a) so-
zusagen als Urbilder die als Tupel (3;"p; ) mit "5 = ", parametrisierten trivialen
stationaren Lesungen skizziert. Dann wird #ir jedes dieser Tupel (mit trivialer Rech-
nung) die innere EnergieE, die Dehnung| und die Entropie bestimmt, und in
den E{l{ Raum in Abb.6.1(b) eingetragen, wodurch wir die skizzier te Entropie{
Flache bekommen. Da wir dabei stets eine negative innere Engie erhalten, liegt im
wesentlichen an der Normierung (0; m)= o m)=0.
Man beachte, da wir uns bei der Parametrisierung in Abb.6.1(a) noch auf kein |
oder Eq festgelegt haben, au er aus Symmetriegunden auf | 0. Der Grund ist,
da wir so bei der Suche nach nichttrivialen Lesungen die Bedingung (5.26) zuachst
ignorieren kennen. Die Idee besteht dann darin, éir eine meglichst gro e Auswahl an
Temperaturen und verschiedenen 2 1;:::;Nmax(; ) (5.25) mber Fs ) zu lesen. Fur
die jeweiligen Lesungstupel (5;"p;n; ) berechnen wir dannl = n° =215("4; "y ),
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= 14("a;"p;n; )und EMD = 15("4:"p:n; ) nach (6.3) bzw. (6.4) und tragen das
dadurch gegebene Tupel E;l; ) wiederum in das E{l{ Koordinatensystem ein.
Anschlie end erhalten wir dann fur jedes Eg;|){Paar eine (senkrechte) Geradeh
durch den E{l{ Raum, auf der die Entropien der station aren Lesungen aus&(Eg;!)
liegen, und ho en, ausreichend viele {5;"p; n; ){ Tupel berechnet zu haben, da

() das Maximum von entlang h tatsachlich ein globales Maximum von (P ) ist,
bzw.

(i) wir insgesamt ein klares Bild der stationaren Lesungen imE{l{ Raum bekom-
men.

Abbildung 6.1: Die trivialen station aren Lesungen im",{"s{ { und im E®M{I{{
Raum.

Dies ist also die grundlegende Idee dieses Abschnitts. Nurritt jedoch bei der ge-
wisserma en einfachsten Implementation dieser Aufgabe, teva durch Uberprefen von
(5.25) mber () mit einem festen {"{"p{Raster, wieder die in Abschnitt 5.2 be-
schriebene prinzipielle numerische Schwierigkeit auf, da. esungen von (5.25) inshe-
sondere #r kleine  und kleine n sehr dicht an @ )n@ ( ) liegen, und dort I
(und damit i.a. auch |, sowiel4) nicht angemessen integriert werden kann.
Aus diesem Grund schanken wir uns im weiteren auf den Falll = 0 und damit auf
< g ein, sowie ferner auf den Falls=0und d.h. "3 = "y ein. Letzteres stellt eine
echte Einschmnkung dar, da fair \y < < g durchaus n{Ubergangs{Lesungen zu
| =0 mit s 6 0 existieren, siehe z.B. die,parallel zu @ ( ) verlaufende Hehenlinie
zuly = 0in Abb.5.9(c2). Fur < |\ existieren jedoch keine l®sungen von (5.27)
mit s =0, siehe [FS90], Lemma 4.4.
Insgesamt werfen also nur einen ersten numerischen Blick &dlas Problem (P ), der
jedoch unseres Erachtens nachelf kleine als stellvertretend fur das ganze Problem
angesehen werden kann. Konkret vergleichen wir in Abb.6.2ni Abhangigkeit von der
inneren Energie die Entropien von 1{, 2000{ und 4000&bergangs{Lesungen. Dabei
hat die Gleichung I1( "p;"p; ) fur < g und n < N pax fro= entweder genau

"bg
eine Losung"(™?( ), oder genau zwei losungen" "V () <" (M3 ( ) vgl. Abb.5.13

fuar =360, und zum Bestimmen der 1{tIbergangs{Lesungen haben wir uns zu der
Naherung von "fjl;z)( ) durch ", () entschieden, sowie von'fjl;l)( ) durch die Abzisse
des Schnittpunkts vonf"; =  "pgmit @ ( ). Man beachte, da diese Randverzer-
rungen tatsachlich nur im Grenzwert in einem Draht unendlicher Lange angenommen
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werden kennen, da
(OO =1 =12

Damit mussen wir auch die Entropie unserer 1¢bergangs{Lesungen mhern, da mit
I3 auch 4( "8 ();"%9();1; ) divergiert. Da jedoch die Verzerrung im Draht bis
auf ein winzigestbergangsgebiet ", betragt, betrachten wir ( "; )= Sy "2
als hinreichende Maherung fur die Entropie der 1{®bergangs{Lesungen, und ebenso
die numerische Integration vonl 3 als Neherung fur deren freie Energie nach (5.67).
Die Entropie wie auch die freie Energie der weiterem{&bergangs{Lesungen berech-
nen wir dann nach (5.59) bzw. (6.3) durch numerische Integréion von 13 bzw. |4,
und schlie lich die innere Energie nach (6.4).

Die (etwas komplizierte) Erlauterung der Abbildungen 6.2(a) bis (e) lautet nun wie
folgt:

(a) Dargestellt sind die jeweils zweiAste von 1{ (naherungsweise),2000{ und 4000{
Abschnitts{L esungen, parametrisiert durch die Verzerrung", am rechten Rand
eiber der Temperatur.

Das zu"fjl;l)( ) geherende Kontinuum von 1{&bergangs{Lesungen verzweigt bei

= um = 348:75 (naherungsweise, exakt bei = 1 10 ©) aus
dem trivialen Lesungsast. Es wurde (L l)( ) berechnet fur = 348:75;:::;370
und ist in Abb.6.2 als die mit 1 bezelchnete Kurve von kleinen dunklen Punkten
dargestellt. Die "fjl;z)( ) wurden fur = 355; 3555;::: ;370 bestimmt und ergeben
die Kurve 2 von kleinen helleren Punkten. Diese Kurve &t sich fur < 355
fortsetzen, jedoch wurden in Abb.6.2(a) insgesamt nur losungen eingetragen,
deren innere Energie zwischen 1000 und 700 liegt. Da wir ferner hier wie im
folgenden beimWUbergang vom"(n 1){ zum "(” 2){Ast eine L ucke lassen, begandet
sich daraus, da die numerlsche Bestlmmung der'y insbesondere #ir n = 2000
und n = 4000 an diesen®bergangen unsicher wird.

Der Ast zu "%V () verzweigt bei @00 = , M m 415 = 3446,
und ist in Abb 6.2(a) mit 3 bezeichnet (mittelgro e dunkle Punkte). Es wur-

de "E)ZOOO;Z)( ) far = 365 346,:::;368 durch numerische Suche der Nullstellen
von I1( "pi b ) 2000 » bestimmt (Intervallhalbierungsverfahren, aus heuri-

al M

n+

stischen Grinden jeweils m|t Startwerten ", = 0 und = 0:08), ebenso wie
"(2000 D fur = = 340;331;:::;368, bezeichnet mit 4 und dargestellt als mit-
telgroe helle Punkte. Entsprechend verzweigt der Ast 5 zu "(4000 l)( ) (groe

dunkle Punkte) bei (4000) - =~ _400¢ 2 = qgg - 332.16 und wurde fur

ai
= 334;338 ::: ; 356 numerisch bestimmt. 6 ist schlie lich der Ast zu "% (),

=330;332:::;356 (gro e helle Punkte).

Diese Bezeichnungenu‘r die dreimal zwei Aste behalten wir ebenso wie die ent-
sprechenden Darstellungsweisen in den weiteren Skizzen)(bis (e) bei.

(b) Diese Skizze veranschaulicht noch einmal in Ergnzung zu Abschnitt 5.5 die
unterschiedlichen freien Energien der trivialen losungen, der 1{und der 2000{
Ubergangs{Lesungen bei fester Temperatur. Die durchgezogene Linie dtedie



6.2. NUMERISCHE EXPERIMENTE ZUM VARIATIONSPROBLEMS (P ) 135

(a) Parametrisierung von 1{,2000{ (b) freie Energie uber der Temperatur
und 4000{Ubergangs{Lesungen. triviale, 1{und 2000{Lesungen.
"p= "awuber .

Abbildung 6.2: Berechnung eines Ausschnitts aus dem Entrojgraum beil = 0.
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freie Energie der trivialen Lesungen (; ), " 0, 340 370 dar, also
kurzerhand o( ). Bei = u beginnt dann der Ast 1, entlang welchem die
1{¥Ubergangs{Lesungen eine nahezu identische jedoch leichtemere freie Energie
als die trivialen Lesungen besitzen. Bei = 370 schlie t sich dann der Ast 2 von

1{Ubergangs{Lesungen an. Auf diesem liegen die (geherten) Maxwell{L esun-
gen aus Abschnitt 5.4 bzw. 5.5, und in®dbereinstimmung mit Abschnitt 5.5 haben

diese (hier unter den berechneten bsungen) die niedrigste freie Energie.

Analog zu 1 und 2 verhalten sich auch die 2000{Ast{Lesungen auf 3 und 4
im E(f){ {Diagramm (siehe Skizze), und ebenso digdste 5 und 6, auf deren
Darstellung wir aber der Ubersichtlichkeit halber verzichten.

(c) Hier folgt die Darstellung der Entropien entlang der einzelnenAste uber der Tem-
peratur. Die durchgezogene Linie stellt die Entropien der tivialen L esungen dar,
und naterlich verzweigen auch im { {Raum die Aste 1, 3, 5 bei den jeweiligen
Temperaturen aus dem trivialen Lesungsast. Dabei hat bei fester Temperatur
die triviale L osung" 0 stets maximale Entropie (0 ; )= 8( ). Ferner haben
die Lesungen aus1, 3 bzw. 5 stets eine lohere Entropie als die aus 2, 4 bzw.
6, anschaulich aus dem Grund, daRmit den jewel\:ys kleineren Radverzerrungen

"("1) auch das quadratische Mittel ; 1(")dx = . "2dx Kleiner wird.

Interessant ist jedoch, da fur 352 < < 370 die "fjl;zooo){L esungen trotz der

gre eren Randverzerrungen eine ®here Entropie haben als z.B. dié'fjl;l){L esun-
gen. Hier schigt der (erwartete) E ekt durch, da auf Grund der vielen Pha -
sermbergange in der"(1:2000){] gsung die mittlere Verzerrung wieder kleiner wird
als die in der"{?{L esung.

Wir bemerken noch, da nach unserem Erachten der (mit 2000 bw. 4000 multi-
plizierte) Fehler bei der numerischen Integration der Entropie entlang derAste 4
und 6, {bzw. die endliche Genauigkeit bei der Bestimmung der jewiigen "g“z),
zu dem zwar qualitativ richtigen, jedoch sehr unregelma igen Verlauf dieser Aste

im { {Diagramm fehrt, was erneute numerische Schwierigkeiten deutlich mat.

(d) Dies ist nun die erste der beiden #ér das Variationsproblem (P ) interessanten
Skizzen. Dargestellt sindeber der zugelterigen inneren Energie die Entropie der
durch 1 und 2 parametrisierten Lesungen, sowie als durchgezogene Linie die
Entropie im trivialen L esungsast, bezeichnet mitt . Dabei steigt die Temperatur
der trivialen L esungen entlangt von =255 beiE = E; ;= 997 auf = 352
beiE = E4:= 703. Entlang von 2 hingegegen wchst die Temperatur von 355
bei E = E1 bis 370 beiE, 889. Die Temperatur der trivialen Lesungen dort
ist 294. Entlang von 1 fallt von 370 beiE = E3 850 (zugelorige Tem-
peratur der trivialen L esung ist 304), auf \ beiE = E4 703, der Stelle,
an der 1 nunim { E®@{Diagramm im trivialen L esungsast verschwindet. Man
beachte also insbesondere, da bei gleicher innerer Enemgieine 1{bergangs{
Leosung aus 2 und auch aus 1 zu einer deutlich heheren Temperatur gelert,
als die triviale Lesung, was sich entsprechend auch in derdheren Entropie der
1{¥bergangs{ Loesungen wieder ndet. Diese Rechnung stimmt zumindest quail
tativ gut mit der physikalischen Beobachtung eberein, da beim ®bergang von
der Austenitphase zu einer der beiden Martensitphasen \erme frei wird.
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(e) Schilie lich folgen die Entropiedi erenzen der 1{,2000{ und 4000{ Ybergangsbsun-
gen zur Entropie der trivialen Leosung mit gleicher innerer Energie. DieAste von
2000{ bzw. 4000fIbergangsbsungen liegen wie abgebildet zwischen dem Ast der
trivialen L esungen und den 1¥bergangs{Lesungen, wobei der (in der Abbildung
nicht zu erkennende) Ast 3 bei E 740 beginnt, dort dicht unter 1 liegt und
bei E 716 im trivialen Lesungsast verschwindet.

Abschlie end getrauen wir uns nun auf Grund der erhaltenen umerischen Ergebnisse
ein Fazit zur Asymptotik von L esungen zu (P) im Fall | 0. Dabei gehen wir davon
aus, da die Behauptungen auch im nichtviskosen Fall richtig sind, sowie da im Fall
. 0,1 6 0 analoge Aussagen gelten. Man beachte jedoch, da wir in Ab.6.2 die
qualitativ von den betrachteten n{&bergangs{Lesungen verschiedenen{&bergangs{
Lesungen mits 6 O nicht ber eicksichtigt haben. Dennoch wagen wir bei aller Vorsicht
folgende Behauptungen:

() Furkleine innere Energien (in Abb. 6.2(c) etwaE () < 850) konvergieren losun-
gen zu (P ) bevorzugt gegen die 1M {M. {¥bergangsbsung zur gegebenen in-
neren Energie, d.h. gegen die Maxwell{lbsung zu der eindeutigen Grenzwerttem-
peratur.

(i) Fur mittlere innere Energien (in Abb.6.2(c) etwa 800< E () < 700) recken
die Entropien der verschiedenen statiomren Lesungen dichter aneinander. Glo-
bales Maximum der Entropie ist nun die 1{M {A{M . { Ubergangsbsung, soda
Lesungen bevorzugt gegen diese konvergieren sollten.

(iii) Bei hoher innerer Energie (in Abb.6.2(c) E() > 700) mussenschlie lich L esun-
gen gegen die triviale losung” 0 mit der entsprechenden Grenztemperatur
konvergieren, da nichttriviale Lesungen mit der gegebenen inneren Energie nicht
existieren. Dies stimmt insgesamt mit den Ergebnissen aus #pitel 4 mberein, da
genau die Losungen, die inS starten, eine hohe innere Energie besitzen.

O en bleibt dabei, ob die drei beschriebenen Arten von Lesungen die einzigen
meglichen lokalen Maxima der Entropie darstellen. Moglicherweise gilt dabei in
Analogie zu Satz 5.13, da n{®bergangsbsungen mitn > 1, die als stationare

Lesungen die Euler{Lagrange{Gleichung (6.7) erfillen und mithin lokale Extrema

des Variationsproblems (P ) darstellen, keine lokalen Maxima von (P ) sind.

(iv) Unter der Voraussetzung, da die obigen Behauptungen ichtig sind, kommen
wir zu dem Schlu, da die Modelle (P o) und (P ) ahnlich wie im isothermen
Fall, siehe Abschnitt 5.6, zwar bei geeigneten Anfangsbedgungen das Entstehen
von Phaserubergangen und den damit z.B. verbundenen Hysterese{E ekt, siele
Abschnitt 2.1.2, beschreiben, jedoch nicht die Entwicklurg von Mikrostrukturen.
Dies stimmt mit den numerischen Ergebnissen zu (B) aus [Bub95] (etwas andere
Temperatur{Randbedingung am rechten Rand, siehe (2.15))uberein, da dort
der Draht auch wahrend des Ziehens (also nicht- 0) entweder naheu = xl ist,
oder Kon gurationen mit genau zwei Phasen bevorzugt. Leide wird in [Bub95]
jedoch stets so weit gezogen, da bei den betrachteten Tempaturen die triviale
stationare Lesung exponentiell stabil ist. Bei den thermisch gesteuedgn numeri-
schen Experimenten zu (R) in [SN91], siehe insbesondere Experiment 2, stellen
sich explizit die triviale bzw. die Maxwell{L esung als statiorare Zustande ein.



A Anhang

A.1 Einbettungen, Ungleichungen und Verschiedenes

Wir beginnen mit folgendem Satz, der verschiedene Kompakthits{ und Einbet-
tungssatze far Sobolevmume vereinigt. Diese zitieren wir nach [Tem88], Abschnitt
11.L1.2 bzw. 11.1.3 zur Verallgemeinerung auf Sobolevaume mit nicht ganzzahligen
Exponenten, wobei wir uns diese Rume wie in (3.10) unter der impliziten Verwen-
dung der unten folgenden Poincae{Ungleichungen de niett denken als

ps R

H™0;1) = fp=  ocoskx):jpjs = k"< 1g;

k=0 k=0
wenn wir im zugrundeliegenden Problem Neumann{Randbedingngen betrachten
wollen, bzw. mit cos durch sin ersetzt fur Dirichletrandbedingungen. Der Allgemein-
heit zuliebe notieren wir den Satz wie in [Tem88] #r beliebige allerdings beschankte
o ene Mengen IR"™ mit , hinreichend glattem Rand\, genauer von der KlasseC'
mit r stets hinreichend gm® .

Satz Al ()Furm 0,1=p m=n> 0und1l=q=1=p m=nist W™P() La()
und die Einbettung ist stetig mit

iuiiLagy  cmin;p; ) jivjiwme () :
Ferner ist die Einbettung kompakt &ir alle g mit 1 q <g.

(i) Fur I=p m=n < Oseik = bm n=pcund = m n=p Kk (mit also
0 < 1). Danngilt W™P() ! CK (), wobei derCk () der Raum der
Funktionen u 2 CX() ist, deren Ableitungen der Ordnungk Helder{stetig sind
zum Exponenten , d.h. bei denen (mitj als Multiindex) gilt

. iDI j i
hel (Diu):= sup 12-4) DIUE)]

, : <1 8j2N" mitijjj= k:
X)y2 xg&y J 8 M|

Dies ist ein Banachraum unter der Norm
X .
liuijick () = lidiickey * hel (D’u):
jji=k
Im Spezialfallm = 1 und p > n ist die EinbettungWP() | C% () kompakt
fur alle O < =1 n=p

Lemma A.2 (i) Es sei u2 H(0;1), dann gilt

Z, Z,
@ x (A1)
(i) Furu2H0;1) gilt

u®dx (A.2)
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Beweis. Im Prinzip sind beide Ungleichungen Standard, allerdings knnten wir fer
(i) nirgendwo den in Kapitel 4 dringend benetigten expliziten Vorfaktor 1 = 2 nden.
Wir zeigen (A.2) fur
Z,
u2M =H20;1)= fu2 H%0;1): udx=0g HZ(0;1):
0
Fur beliebigesu 2 H?(0; 1) folgt dann (A.2) mit der Zerlegung u = ui+c; uy 2 M;c =
const und mit (A.2) fur uq, und schlie lich fur beliebilgesu 2 H(0;1) mit dem
eiblichen Dichtheitsargument. Weiter setzen wir voraus 01 u?dx 6 0, sonst ist alles

trivial. Zu zeigen ist
g z 1 z 1
=min  u®dx= uldx 2%
u2Mm 0 0
Angenommenup sei ein (lokaler) Minimierer und u 2 M beliebig, dann hat
Z, Z,
F():= (u+ u%dx= (ug+ u)2dx
12— {z } 12—z }
F1 F2
ein Minimum bei =0, d.h.
F1(0)%F F1(0)FJ
Fo) = ROFQ), O)1<0) 30 _,
Z, 2% 1 Z, Z,
, 2ud+ u%ulx  (up+ u)?dx (Up+ u)?dx  2(up+ u)udx =0
0 0 0 0 -0
z 1 Z 1 z 1 2 Z 1
, udulx  uddx=  u8%dx  upudx
0 0 0 0
z 1 z 1
, udux = Uoudx
0 z, 0
, [WQulg = (ug® u o)udx (A3)
0

Dies mu fur alle u2 M gelten, und daraus folgtu% u =const, denn angenommen
da nicht, dann kann man u andern in M, soda die linke Seite von (A.3) gleichbleibt,
und die rechte Seite sichandert. Damit folgt u3(0) = u$(0) = 0. Weiter folgt

z, z, z

const =  ud% udx =  ud¥x+ updx =0
0 2z} | {z—}
[ud13=0 =0 (uog2M)

) ud*+ u =0) up(x)= clsinp_x +czcosp_x

und mit den Randbedingungen folgtug(x) = ¢ cos® % mit P = k ,d.h. =k? 2
und unser minimales erhalten wir fur k = 1. 2

Ein entscheidendes Hilfsmittel zum Beweis der globalen Estenz von Lesungen wie
auch bei der von uns so bezeichneten Energie{Methode in Kafsl 4 ist das sogenannte
Gronwallsche Lemma, da wir hier in folgender Form notieren, vgl. [Tem88], Abschnitt
.1.1.3.
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Lemma A.3 (Gronwallsche Ungleichung) Es seieny; dy=dt;gund h auf [tg; 1 )
de niert und auf jeder kompakten Teilmenge von[tg; 1 ) integrierbar mit

dy
ot gy+ h

fur allet to. Dann gilt
VA t Z t VA t
y(t) y@@exp g()d + h(sjexp g()d ds 8t to:

to to S

Grundlegend fur die Verwendung der Theorie aus [Hen81] in Kapitel 3 ist, da der
Linearteil der betrachteten Evolutionsgleichung ein sekbrieller Operator ist. Hier die
entsprechende De nition nach Henry.

De nition A.4 (sektorieller Operator) Ein linearer Operator A auf einem Ba-
nachraum X heit sektoriell, wenn D (A) dicht ist in X, der Bildbereich abgeschlossen
ist, und es ein 2 (0; =2), ein a2 IR sowie einM 1 gibt, soda die Resolventen-
menge vonA den Sektor

Sa, =1 j arg( a)j : 6 ag

umfat, und folgende Resolventenabsatzung gilt,

BC1d A DiiLeex )y jMiaj fur alle 2 S, :

Zur Anschauung eines Sektors siehe Abb.3.1. Man beachte, dder © nungswinkel
des Sektors stets go er als  sein mu .

Das folgende Lemma ist im Grunde elementar, nehmen wir hier laer auf, da wir die
entsprechende Aussage nicht in der Literatur nden konnten

Lemma A5 Es seiX ein Hllblgrtraum und 6 ein Linearer Operator A 2 L (X;X)
mit Spektraldarstellung Ax = A k 1 CkXk = k 1 kCkXk bzgl. der Orthonormalba-
Sis (Xk) o N - Dann ist A kompakt, genau dann wenrdimy;; ¢ = 0.

Beweis. Wir betrachten die Folge (An) Linearer Operatoren mit

X
n:D(A)! X; Apx= Kk Ck Xk -
k=1

Da A, fur jedesn 2 IN einen endlich dimensionalen Bildbereich haIL_, |st An)n eine
Folge kompakter linearer Operatoren. Ferner gilt mit (A Ap)Xx = k ne1 kCXk
da jjA  Anjiceex ) =supfi n+kj:k2INg! 0. Da der Unterraum der kompakten
Operatoren abgeschlossen ist i (X; X ), folgt die Hinrichtung.

Zum Beweis der Ruckrichtung betrachten wir die Folge (Axk)k = ( kXx)k der Bilder
der Basisvektoren. Da #ir alle x 2 X X °die Folge (x;xx) der Fourierkoe zienten
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von X quadratsummierbar ist, gilt (x;xx)x ! O fur k ! 1 , also konvergiert (Xy)«
schwach inX gegen 0 und damit ( xXx) stark, alsojj kXkjjx = «! O. 2

Im folgenden Lemma notieren wir eine hinreichende Bedingug daferr, da das Bild
einer Basis unter Multiplikation mit einer unendlichen Fol ge von Matrizen wieder eine
Basis darstellt. Es stammt aus [Han92] und wird bei uns im ensprechenden Abschnitt
4.2.1 bervtigt.

Lemma A.6 ([Han92], Proposition 2.2) Es sei H ein Hilbertraum und ij"g;j =
L:::;n; k =1;2::: eine Basis vonH. Ferner sei M (k) eine Folge vonn n
Matrizen mit

(i) inf jdetM (k)j> 0 und (ii) suiji;j Kj<1;
k2IN Kijii

und es sei 0o 1 0 1
Ek
: :
E
% .ZE:M(k)% .ZE:
s Ed
Dann ist f J"g; j=1;:::5;n; k=1;2;::: eine Basis vonH.

Schlie lich notieren wir noch folgende ebenfalls in Unterdschnitt 4.2.1 verwendete
De nition aus der Halbgruppentheorie linearer Operatoren, nebst anschlie endem
Satz.

De nition A.7 Eine Familie fS(t): 0 t< 1g beschankter linearer Operatoren
auf einem BanachraumX heit stark stetige Halbgruppe, (kurz Co-Halbgruppe) :gdw
() S(0)= Id; S(ty+ tz) = S(t1)S(t2) 8ty;tz 0
(i) t7! S(t)x ist stetigauf [0;1) 8x2 X
Zu f S(t)g de nieren wir einen Operator A mit

DA)=fx2 X :Ax = IMnO%(S(h)x X) existiert in X g;

und nennenA den in nitisemalen Generator der Halbgruppe f S(t)g. Fer x(0) = X 2
X setzen wirx(t) = S(t)xg. Esistt! x(t) stetig di erenzierbar fur xg 2 D(A), und
es gilt ([Paz83] 1.2.4)

x(t) = S(t)xg 2 D(A) und %x(t) = %(S(t)xo) = AS(t)Xg = S(t)Axo: (A.4)

In den Anwendungen sind wir besonders an Halbgruppen von Kdnaktionen inter-
essiert. Diese lmngen eng mit dissipativen Operatoren auf Hilbertmumen zusammen,
es gilt das folgende Korolloar zum Satz von Lumer-Phillips:

Satz A.8 ([Paz83], 1.4.4) Es sei(H; (; )) ein Hilbertraum und A : D(A)! H ein
abgeschlossener linearer Operator miD (A) = H. Weiter seien A und sein adjungier-
ter Operator A dissipativ, dann ist A in nitisemaler Generator einer Cy-Halbgruppe

fS(t)g von Kontraktionen auf H, d.h. es giltjjS(t)jj 4,y 1furallet O.

Bemerkung A.1 A heit dissipativ wenn Re(Ax;x) 0 8x 2 D(A).
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A.2 Bifurkation aus einfachen Eigenwerten

Wir notieren den in Unterabschnitt 5.1 verwendeten Satz uber die Bifurkation aus
einfachen Eigenwerten aus [Mie96]. Dabei se{ ein Banachraum, und wir betrachten
ProblemeF(u; )=0furu?2 X und 2 IR. Weiter sei ein Lesungsast 7! u= U( )
bekannt, den wir als den trivialen Lesungsast bezeichnen wollen. Zwathst berstigen
wir noch die beiden folgenden De nitionen.

De nition A.9 Es seiA 2 L (X;X ) mit Nullraum N(A)=fx 2 X : Ax =0g und
Bildraum W (A) = fAx : x 2 Xg. Dann heit A Fredholmsch, wenn

dm N(A)< 1 und codimW(A)< 1;
wobei giltn = codim W (A), falls n die kleinste natrrliche Zahl ist mit X = W (A)+span
codim W (A) der Fredholm{Index von A.

De nition A.10 Ein Punkt (U( o); o) auf dem trivialen Lesungsast heit Verzwei-
gungspunkt der Gleichundg-(u; ) =0, falls es Losungen(ug; k) gibt, die in X IR
gegen(U( o); o) konvergieren, jedoch nicht auf dem trivialen losungsast liegen.

Satz A.11 (Bifurkation aus einfachen Eigenwerten [Mie96], Satz 3.4 Es sei
F2CYX IR;X)undA( )= DyF(U( ); ) Fredholmsch mit Index Null fur = g,
sowie N (A( o)) =spanf gund 62N (A( o)). Dann gilt

(i) Fur j oi hinreichend klein hat A( ) einen eindeutigen reellen Eigenwert
() mit ( o) =0, und die Abbildung 7! ( ) ist dierenzierbar.

(i) Wechselt () bei o das Vorzeichen, soist(U( ¢); o) ein Verzweigungspunkt.

(i) Gilt ferner 4 ) 6 0, so liegen alle abzweigendendsungen auf einem ein-
dimensionalen Lesungsast

G:( )3 7( w+h(C) ()

wobeih:( : )! Xnsparf g dierenzierbar ist mit h(0) = h90)=0.
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